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Resumen

El sistema de los numeros reales es el dominio numérico en el cual se desarrollan conceptos y se validan
propiedades del Analisis Matematico vinculadas a sucesiones y series numéricas, funciones continuas, funciones
derivables y la nocion de integrabilidad, entre otros. Estos desarrollos tedricos son posibles en R y no en Q debido
a una propiedad que distingue a estos dos cuerpos totalmente ordenados: la propiedad de completitud. En este
trabajo, presentamos el disefio y los resultados de una propuesta de ensefianza para introducir la propiedad de
completitud via la convergencia de las sucesiones monotonas crecientes y acotadas superiormente. El disefio de la
propuesta considera el doble caracter de herramienta y de objeto de una nocion matematica (Douady, 1992) y el
metadiscurso de las nociones FUG (Dorier, 1995). Utilizamos un enfoque metodolégico interpretativo-cualitativo
y como método el estudio de casos (Bisquerra, 2009). El analisis e interpretacion de los datos nos permiten afirmar
que tres de los cuatro estudiantes que participaron de la experiencia, lograron poner en funcionamiento el caracter
de herramienta explicita y de objeto de la completitud.

Palabras clave: Formacion de docentes. Sistema de niimeros reales. Propiedad de completitud. Caracter de
herramienta y de objeto de nociones matematicas. Metadiscurso de nociones FUG.

Resumo

O sistema dos numeros reais ¢ o dominio numérico no qual conceitos sdo desenvolvidos e propriedades da Analise
Matematica ligadas a sequéncias e séries numéricas, fungdes continuas, fungdes derivaveis e a nogdo de
integrabilidade, entre outras, sdo validadas. Esses desenvolvimentos teéricos sdo possiveis em R e ndo em Q,
devido a uma propriedade que distingue esses dois corpos totalmente ordenados: a propriedade de completude.
Neste artigo, apresentamos o desenho e os resultados de uma proposta pedagogica para introduzir a propriedade
de completude através da convergéncia de sequéncias monotonas crescentes e limitadas superiormente. O projeto
da proposta considera o duplo carater de ferramenta e objeto de uma nog¢ao matematica (Douady, 1992) e o
metadiscurso das no¢des FUG (Dorier, 1995). Utilizamos uma abordagem metodologica interpretativa-qualitativa
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e um método de estudo de caso (Bisquerra, 2009). A analise ¢ interpretagdo dos dados nos permitem afirmar que
tr€s dos quatro alunos que participaram da experiéncia conseguiram pdr em funcionamento o carater de ferramenta
explicita e de objeto da completude.

Palavras-chave: Formagdo de professores. Sistema dos ntimeros reais. Propriedade de completude. O carater de
ferramenta e objeto das no¢des matematicas. Metadiscurso de nogdes de FUG.

1 Introduccion

El sistema de los numeros reales, R, es el dominio numérico donde se desarrollan
conceptos y se validan propiedades del Analisis Matemadtico, vinculadas a sucesiones y series
numéricas, funciones continuas, funciones derivables y la nocion de integrabilidad, entre otros
conceptos. Estos desarrollos teoricos son posibles en R y no en el sistema racional Q, debido a
una propiedad que distingue a estos dos cuerpos totalmente ordenados: la propiedad de
completitud que R posee, y Q no.

Nos ha interesado indagar en qué medida los estudiantes universitarios logran
comprender por qué estos desarrollos tedricos son posibles en R y no en Q. En particular, el
curso de analisis de variable real del profesorado de matematica en Uruguay, denominado
Analisis 1, la propiedad de completitud del sistema de los numeros reales es presentada a partir
del enunciado que afirma que fodo subconjunto de numeros reales, no vacio y acotado
superiormente, tiene supremo real, enunciado conocido como la propiedad o el axioma del
supremo. Hay trabajos de investigacion, referenciados en la proxima seccion, que muestran que
la nocién de supremo es comprendida sélo por una proporcion muy pequena de estudiantes.
Deducimos, entonces, que la comprension de la propiedad de completitud para el trabajo en el
area del analisis matematico, se dificulta cuando es introducida via la propiedad del supremo.

El objetivo de este escrito es dar cuenta de la exploracion de un camino alternativo al
de la propiedad del supremo para introducir la propiedad de completitud del sistema de los
numeros reales. Construimos y experimentamos una secuencia de ensefianza y aprendizaje en
la que hemos buscado poner de relieve la necesidad de esta propiedad, asi como explotar el
doble caracter de herramienta (hacer uso de la nocion para resolver ciertos problemas) y objeto
de esta nocién matematica, tomando como referencia la dialéctica herramienta — objeto

introducida por Douady (1992).

2 Estado del arte

Para abordar como un problema la ensefianza y el aprendizaje de la completitud de R,
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consideramos necesario tomar distancia de dicha nocién y entender cémo, por qué y en qué
contexto se hizo necesaria su aparicion en la matematica. Tomamos como referencia el trabajo
de Bergé y Sessa (2003), quienes sefialan tres estados epistemologicos de la propiedad de
completitud en distintos momentos de la historia de la matematica: como un atributo implicito,
como un atributo explicito, aunque naturalmente aceptado y como una propiedad explicita y
demostrable. Este recorrido histdrico nos acerca a entender qué tipo de problemas resuelve la
completitud, la importancia de su rol en la construccion de conocimientos matematicos del
Andlisis y la insuficiencia del conjunto de los nimeros racionales para resolver los problemas
planteados.

La convergencia de sucesiones monotonas y acotadas y el teorema del valor intermedio
(también conocido como Teorema de Bolzano) forman parte del problema vinculado a la
necesidad de formalizar la propiedad a inicios del siglo XIX. Los problemas en los que la
completitud se hace necesaria, estdn relacionados con la construccién de pruebas formales
(todas ellas ligadas a asegurar la existencia de un elemento del sistema numérico real) que, en
muchos casos, resultan evidentes desde una perspectiva grafica. La propiedad de completitud
es necesaria cuando se quiere fundamentar en Analisis, cuando se busca resolver problemas
relacionados con una prueba de existencia, ya sea de un limite, de la raiz de una funcion, del
elemento interseccion de intervalos encajados. En muchos casos, estas situaciones son
evidentes desde una perspectiva grafica.

Respecto a la ensefianza y el aprendizaje de la completitud, pudimos constatar que
diversas investigaciones abordan cuestiones vinculadas, directa o indirectamente, a esta
tematica. Los trabajos de Bergé (2016, 2008), Acevedo (2011) y Bills y Tall (1998) nos permiten
conocer ciertas ideas que construyen los estudiantes cuando la presentacion de la completitud,
en cursos iniciales de Analisis, se realiza a partir del enunciado del Axioma del supremo; el
tipo de trabajo en el aula descripto en esos tres trabajos es similar a los cursos de Analisis 1 del
profesorado uruguayo.

De estos trabajos se desprende que este tratamiento tiene como consecuencia una vision
naturalizada de la propiedad que no parece contribuir a que los estudiantes logren poner en
funcionamiento el caracter de herramienta explicita de la completitud. Las actividades y el tipo
de preguntas propuestas en las investigaciones nos permiten conjeturar que los cursos tipicos
de Analisis privilegian un tratamiento del supremo desvinculado de los contextos particulares
de uso y centrado en analizar las propiedades y caracteristicas de esta nocion, sin hacer explicita
la necesidad de su existencia. De estos trabajos, interpretamos que la presentacion de la

completitud via la nocion del supremo no favorece que los estudiantes tengan disponible la
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propiedad para ser usada en la demostracion de otras propiedades o en la definicion de otros
objetos matematicos. El acceso a la completitud queda bloqueado y en el mejor de los casos, el
alumno retiene la definicion formal de supremo y la demostracion de propiedades generales de
supremos de subconjuntos de nimeros reales.

Hay investigaciones que dan cuenta de ciertas dificultades que pueden manifestar los
estudiantes durante el proceso de conceptualizacion de la nocion de supremo. Algunas de estas
dificultades parecen estar relacionadas tanto a la comprension de las estructuras, objetos y
relaciones logicas que entran en juego en la construccion de su definicion formal (Chellougui,
2016); como también a la realizacion de ejercicios de determinar y justificar la existencia de
cotas superiores, inferiores, supremo e infimos de conjuntos dados (Sari; Machromah;
Purnomo, 2018; Hernandez; Trigueros, 2012). Las actividades y el tipo de preguntas propuestas
en estas investigaciones nos llevan a inferir que en los cursos tipicos de Analisis se privilegia
un tratamiento objetual de la nocién de supremo, sin hacer explicita la necesidad de su
existencia.

Como producto de la reflexion sobre lo expuesto en los parrafos anteriores, decidimos
elaborar una propuesta de ensefianza para introducir la propiedad de completitud, que muestre
la necesidad de esta propiedad y revele que el trabajo con ciertas nociones matematicas no es
posible en el conjunto de los nimeros racionales. Tomamos de Bergé (2016) la sugerencia de
introducir la propiedad de completitud mediante situaciones que van mas alla de lo
estrictamente numérico e incluyan sucesiones o funciones, recreando condiciones similares o
equivalentes a las que motivaron la emergencia de la definicion de dicha propiedad. Nuestra
propuesta considera introducir la completitud via la convergencia de sucesiones mondtonas y
acotadas. En la siguiente seccion, explicitamos las nociones tedricas que sustentan nuestro

trabajo.

3 Marco conceptual

3.1 Las nociones matematicas, su ensefianza y su aprendizaje

Tomamos como referencia los trabajos de Douady (1992, 1995), quien afirma que, para
un concepto matematico, conviene distinguir su caracter de herramienta (H) y su caracter de
objeto (O). Vemos el caracter de herramienta de la completitud desplegarse cuando la misma es
utilizada para resolver una situacion contextualizada y particular; por ejemplo, para probar la

convergencia de sucesiones, la existencia de raices o de extremos de funciones bajo
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determinadas condiciones. Cuando el interés en la propiedad de completitud se presenta
desligado de los contextos particulares de uso y se busca caracterizar dicha propiedad de forma
general o analizar la interrelacién con otras nociones matematicas, se pone de manifiesto su
caracter de objeto. Tomamos de Douady (1995) las siguientes caracterizaciones: un alumno ha
aprendido cierta nocidn matematica si es capaz de hacerla funcionar en su doble carécter de
herramienta y de objeto. Para el docente, enseriar un concepto matematico implica crear las
condiciones que permitiran la apropiacion del mismo por parte del alumno, lo que requiere
cierta organizacion en su ensefanza.

Hay nociones matematicas cuyo aprendizaje representa, en buena medida, un salto con
respecto a los conocimientos previos de los estudiantes: su presentacion en el aula involucra la
definicion de nuevos objetos matematicos o la introduccion de un nuevo formalismo, o de nueva
simbologia, o responden a la necesidad de unificar o generalizar conocimientos. Las nociones
con estas caracteristicas han sido denominadas nociones o conceptos FUG (Robert, 1998;
Dorier, 1995) justamente por su caracter formalizador, unificador y generalizador. Pensamos
que la propiedad de completitud puede ser interpretada como una nocién FUG por las razones
que detallamos a continuacion.

En los cursos universitarios donde la completitud se introduce con el enunciado de la
propiedad del supremo, se hace necesario definir nuevos objetos matematicos, nuevas palabras
e introducir una nueva simbologia, caracteristica formalizadora de la nocidn en el sentido de
Robert (1998). La completitud permite unificar nociones ya conocidas de manera
compartimentada por los estudiantes, como ser el comportamiento de ciertas sucesiones
numéricas y las propiedades de ciertas funciones continuas en intervalos cerrados. El trabajo
matematico, en un cuerpo ordenado y completo, posibilita asegurar y generalizar la
convergencia de las sucesiones monotonas y acotadas, y ciertas caracteristicas de todas las
funciones continuas en intervalos cerrados. Considerar la completitud como una nocion FUG
nos posibilita tomar en cuenta las recomendaciones didacticas de autores que han trabajado en
la ensefianza y el aprendizaje de este tipo de nociones. Estos investigadores consideran que las
nociones FUG dificilmente pueden ser introducidas en el aula a partir de una situacion
fundamental en el sentido de Brousseau (1986), afirman que son nociones que requieren de una
ensenanza a largo plazo y de la elaboracion de un discurso particular por parte del docente
(metadiscurso) para generar la reflexion en el aula sobre las nociones puestas en juego (Dorier,

1995).

4 Metodologia
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Hemos disefiado una secuencia de ensefianza y aprendizaje de ocho actividades para ser
trabajada en un curso de Analisis de variable real, de la que daremos cuenta en la seccion 5. En
este escrito, nos centramos en las dos primeras actividades de dicha secuencia. Utilizamos una
metodologia cualitativa dentro del paradigma interpretativo-cualitativo y el método utilizado es
el estudio de casos (Bisquerra, 2009). Este paradigma se caracteriza por tener como objetivo de
investigacion la accion humana; la realidad educativa es considerada una construccion social
que resulta de las interpretaciones y significados que le otorgan los participantes del estudio
(dimensién ontoldgica), la naturaleza de la relacion entre el investigador y el contexto de
investigacion  (dimension  epistemologica) es desde adentro: tiene un caracter
fundamentalmente subjetivo, puesto que se busca interpretar las acciones de los sujetos
investigados. Para este paradigma, la forma de conocer la realidad (dimension metodologica)
implica que el investigador esté inmerso en el contexto de investigacion para lograr comprender
y describir la realidad educativa realizando un andlisis profundo de las percepciones e
interpretaciones de los sujetos intervinientes en la investigacion (Santamaria, 2013).

En este trabajo, se trata de poner a estudiantes, junto con un docente investigador, en
interaccion con dos actividades que permiten potencialmente problematizar y mostrar la
necesidad de enunciar la propiedad de completitud en el aula. El dmbito natural de las
actividades propuestas es el de un curso de introduccion al Anélisis de variable real que, en el
programa uruguayo de formacion de profesores, corresponde al 2° afio de formacion. La
experimentacion fue efectuada fuera del curso, en una modalidad de laboratorio, dado que el
afio escolar estaba terminado. En el contexto natural de un curso de Andlisis I, se esperaria
trabajar en clase con sucesiones numéricas racionales antes de proponer la segunda actividad.
La experimentacion en laboratorio fue realizada con cuatro estudiantes que ya contaban con ese

trabajo previo sobre sucesiones numéricas, necesario para abordar la segunda actividad.

4.1 Recoleccion de los datos

Para recabar la informacion, utilizamos tres tipos de técnicas cualitativas: instrumentos,
estrategias y medios audiovisuales (Bisquerra, 2009, p. 151).

Dentro de los instrumentos (desarrollados en detalle en la seccidon 5) se encuentra el
disefio de dos actividades de ensefianza en torno a la propiedad de completitud. Dichas
actividades permitieron explorar formas de poner en funcionamiento la propiedad de

completitud en su doble caracter de herramienta y de objeto (en el sentido mencionado de
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Douady, 1992) y tomar en cuenta las sugerencias que plantean varios autores acerca de la
ensefianza de las nociones FUG (Robert, 1998; Dorier, 1995; Bridoux, 2012; Chorlay, 2019).
El otro instrumento consiste en la concepcidon de un conjunto de indicadores que hemos
denominado niveles de funcionamiento y niveles de conocimiento de la completitud de R. Estos
indicadores sustentaron tanto el andlisis didactico de las actividades de ensefianza como la
interpretacion y la descripcion de las conceptualizaciones de los estudiantes en interaccion con
dichas actividades. En cuanto a las estrategias y los medios audiovisuales, se utilizd la
observacion participante: el primer autor de este escrito fue el responsable de implementar la
propuesta de ensefianza. Las actividades fueron propuestas en modalidad taller, en un encuentro
de 180 minutos con un descanso de 20 minutos entre las actividades. El taller se realizo en el
mes de noviembre de 2021. Todas las producciones de los estudiantes fueron registradas en

papel y entregadas al docente-investigador. La sesion fue grabada en audio y video.

5 Diseiio de los instrumentos de investigacion

En esta seccion presentamos el disefio de los dos instrumentos que utilizamos en esta
investigacion: la creacion de un conjunto de indicadores para analizar e interpretar los datos
recabados y la elaboracion de una propuesta de ensefianza con su analisis didactico. Al conjunto
de indicadores lo denominamos niveles de funcionamiento y de conocimiento de la completitud

de R.

5.1 Los niveles de funcionamiento- conocimiento de la completitud de R

Para este disefio, tomamos las nociones de herramienta implicita, herramienta explicita
y objeto, asi como, también el caracter diferenciador de la completitud como nociéon FUG
(Chorlay, 2019). Por otro lado, readaptamos la caracterizacion de herramienta explicita de
prueba y para definir objetos matematicos de Jovignot (2018). Resumimos los niveles de

funcionamiento en el Cuadro 1.

Funcionamientos Subniveles Descripcion. El estudiante...

[...] usa la completitud sin identificarla. Por ejemplo: asegura la
convergencia de una sucesion real mondtona y acotada sin
poder dar una justificacion.

Herramienta implicita
(HI)

Herramienta explicita [...] usa algiin enunciado de la completitud para probar que Ry

(HE). leergg]l; dora Q son cuerpos totalmente ordenados distintos, el primero
Este funcionamiento ( ) completo y el segundo no.
requiere que el Para definir objetos | [...] usa algin enunciado de la completitud para definir objetos
estudiante identifique a matematicos matematicos. Por ejemplo: I = {l/l = sup(4d),Ac QA #
la nocién como objeto (HEDO) @, A acot. sup. en @, A no admite supremo racional}
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y la use de forma [...] identifica el uso de la completitud en el desarrollo de
intencional. De prueba (HEP) demostraciones que la requieran. Por ejemplo: en la
demostracion del Teorema de Valores Intermedios.

[...] conoce un enunciado de la completitud pudiendo o no

Inicial (OT) ponerla en funcionamiento como HE.

[...] conoce mas de un enunciado de la completitud pudiendo o
Movilizable (OM) no identificar la equivalencia entre ellos, y es capaz de usarla

Objeto como HE.

[...] conoce mas de dos enunciados de la completitud, identifica
Flexible (OF) la equivalencia entre ellos y pone en funcionamiento la nocion
como HE.

Cuadro 1 - Niveles de funcionamiento de la completitud de R
Fuente: elaboracion propia.

Tomando como referencia el trabajo de Douady (1992), entendemos que un estudiante
sabe qué es la propiedad de completitud en la medida que es capaz de poner en funcionamiento
su caracter de herramienta explicita y su caracter de objeto; identificamos, entonces, distintos
niveles de conocimiento de la completitud utilizando los niveles de funcionamiento
mencionados en el Cuadro 1. Resumimos los niveles de conocimiento en el Cuadro 2,

presentado a continuacion, en el cual cada trama representa un nivel de conocimiento diferente.

Funcionamientos — Hf:rrar?i.enta Herramienta explicita Objeto
implicita
INivel de conocimiento HED HEDO HEP Ol OM | OF
Implicito (C1) T

Implicito (C) 7
Explicito inicial (EI)
Explicito movilizable (EM)
Explicito movilizable (EM)
Explicito flexible (EF)
Cuadro 2 - Niveles de conocimiento de la completitud de R
Fuente: elaboracion propia.

W///%
——

A modo de ejemplo, un estudiante muestra un conocimiento implicito (Cl) de la
completitud si la propiedad funciona como herramienta implicita (HI), pudiendo o no funcionar
como objeto inicial (OI). Un estudiante tiene un conocimiento explicito movilizable (EM) de la
completitud si la utiliza como herramienta explicita diferenciadora (HED), para definir objetos
(HEDO) y para hacer pruebas (HEP) pudiendo funcionar como objeto inicial (OI) o como
objeto movilizable.

Los niveles elaborados, incluyen categorias y subcategorias para ser utilizados en los
analisis de la secuencia completa. Recordemos que, en este trabajo, nos centramos en analizar
las dos primeras actividades de dicha secuencia (no todas las categorias y subcategorias se usan
en este escrito).

La secuencia de ensefianza apunta a formular en la clase una primera hipdtesis de la

completitud de R considerando el enunciado toda sucesion real monotona creciente y acotada
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superiormente es convergente en R, y la demostracion, por parte de los estudiantes, de la

equivalencia de cuatro posibles enunciados de la propiedad. La organizacion de las actividades

de la secuencia responde a la intencion de ir construyendo y demostrando (con

institucionalizaciones intermedias, Bridoux (2012)) la equivalencia de los siguientes cuatro

enunciados matematicos de la propiedad de completitud de R:

El: toda sucesion real monodtona creciente y acotada superiormente es convergente en R.

E2: toda sucesion real mondtona y acotada es convergente en R.

E3: todo par de sucesiones reales monotonas adyacentes converge a un mismo limite en R .

E4: todo subconjunto de numeros reales no vacio y acotado superiormente tiene supremo real.
Compartimos, en anexos 1 y 2, el esquema que elaboramos para ilustrar la secuencia

completa, buscando facilitar la comprension de su estructura.
5.2 Las actividades y su analisis didactico

En esta seccion, organizamos el analisis didactico de las dos primeras actividades de
ensefianza de la secuencia considerando los siguientes puntos: tiempo previsto, consigna,
objetivos, desarrollos posibles e institucionalizacion esperada. Este andlisis toma en
consideracion los niveles de funcionamiento y de conocimiento presentados en la seccion
precedente.

5.2.1 Actividad 1

Tiempo previsto: 90 minutos (Cuadro 3).

Consigna de la actividad

a- Completa la siguiente tabla enunciando las propiedades que cada una de las estructuras
numéricas verifica con respecto a las operaciones de adicion, multiplicacion y la relacion de orden
definida.

b- Una vez completada la tabla, analiza similitudes y diferencias comparando las propiedades que
verifica cada una de las estructuras algebraicas.

(N, +,%,<) (Z,+,%,<) (Q +,%X,5) (R, +,%,<)
() Conmutativa.:
Va,b e Nya+ b =
b+a
(<)
(+,%X)
+,5)
(%,=)

Cuadro 3 - Consigna actividad 1
Fuente: elaboracion propia.
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Objetivos de la actividad

Partimos de la hipotesis que la completitud no est4 disponible para los estudiantes como
propiedad que diferencia a Q de R. Esta falta de disponibilidad de la completitud nos permitira
legitimar el hecho de restringir trabajo a Q hasta tener mas elementos para iniciar el trabajo
en R, sin imponer la propiedad de completitud. Durante la puesta en comun de la actividad, el
docente puede presentar una caracterizacion axiomatica para Z y para Q, haciendo uso de las
propiedades de existencia del opuesto aditivo en Z y del elemento inverso multiplicativo en Q.
Esta forma de caracterizar a Z a partir de N y caracterizar a Q a partir de Z usando las
propiedades que diferencian a cada estructura, sienta las bases para generar una discusion en
clase que permita analizar qué propiedad verifica R y no verifica Q y como usar dicha
propiedad para caracterizar Ry, en consecuencia, el conjunto de los niumeros irracionales (I).
Desarrollo posible

Se espera que los estudiantes realicen sin dificultades la actividad.

Para analizar el estado inicial sobre la completitud que tienen los estudiantes el docente
puede realizar la siguiente intervencion (ficticia):

Podemos constatar que Q y R como estructuras algebraicas y de orden son cuerpos totalmente

ordenados. Entonces, ;qué diferencia a Q de R?

La intencion de esta pregunta es provocar un cuestionamiento sobre la existencia de una
propiedad que distingue a R de Qy que posibilitara caracterizar a los nuevos elementos
numéricos que son niumeros reales, pero no nimeros racionales. Algunas respuestas que pueden
brindar los estudiantes a esta cuestion son presentadas a continuacion; las ponemos en relacion
con los niveles de funcionamiento de la completitud (respuesta ficticia):

E: Los numeros reales son la union de los numeros irracionales y de los numeros racionales -
Herramienta implicita.

E: Existen numeros reales que no son periodicos - Herramienta implicita

E: 2,1 no son niimeros racionales pero son niimeros reales - Herramienta implicita.

E: R verifica el axioma del supremo y Q no. Porque existen subconjuntos de numeros
racionales no vacios y acotados superiormente que no tienen supremo racional - Herramienta
explicita diferenciadora, Objeto inicial.

Si un estudiante se encuentra recursando la asignatura, puede llegar a responder
(respuesta ficticia):

E: Todos los subconjuntos de numeros reales no vacios y acotados superiormente tienen
supremo real y esto no lo cumple el conjunto de los numeros racionales. Ademas, todas las
sucesiones que son de Cauchy tienen limite en R pero no en Q - Herramienta explicita
diferenciadora, Objeto movilizable.

El andlisis de las respuestas (no ficticias) de los estudiantes nos proporcionara

informacion sobre el estado inicial de conocimientos que ellos tienen sobre la completitud, a la
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luz de los niveles de conocimiento que disefiamos.
Institucionalizacion esperada

Con esta actividad, se busca sentar las bases para presentar una caracterizacion de Z y
de Q tomando como punto de partida la definiciéon axiomatica de N (axiomas de Peano).

Se espera caracterizar Z considerando la propiedad que distingue a (Z, +) de (N, +) (la
existencia de elemento simétrico (existencia de opuesto) en (Z,+)). El docente podria
relacionar esta propiedad que diferencia a estas estructuras algebraicas con la existencia de
elementos numéricos que son nimeros enteros, pero no son nimeros naturales, y presentar la
siguiente caracterizacion paraZ: Z = N U {k/k + a = 0,Va € N}. El docente puede observar
que k + a = 0,Va € N, y notar a k de la siguiente manera: k = —a

Esta caracterizacion que elegimos responde a una decision didactica que, si bien no
respeta el rigor matemadtico, permite que los estudiantes relacionen los nuevos elementos con la
propiedad que diferencia a las estructuras algebraicas Z y N. Esta misma decision tomamos para
caracterizar a Q y R, haciendo énfasis en usar la propiedad que diferencia a cada estructura.

Para caracterizar a Q, el docente puede hacer énfasis en la propiedad que diferencia a
(Q,x) de (Z,x) (existencia de elemento inverso en (Q,X) ) y relacionar la validez de esta
propiedad con la existencia de elementos numéricos que son nimeros racionales, pero no son
nimeros enteros. Una posible caracterizacion de Q que puede presentar el docente,
considerando esta diferencia, es definiendo el conjunto de todos los inversos multiplicativos de
Z—-{0}): K={k/kxa=1,Ya €Z—{0}}. Una vez definido este conjunto, se puede
caracterizar Q de la siguiente forma: Q = {zk; Vz € Z,Vk € K }

Luego de caracterizar Z y Q, el docente podria observar que la emergencia de una nueva
propiedad esté relacionada con la definicién de nuevos numeros y se podria conjeturar que si
R cumple una propiedad que no es verificada por Q, esto traeria aparejado la definicién de
nuevos numeros. Eso se pega bien con los conocimientos usuales sobre los nimeros, los
estudiantes no ignoran la existencia de V2, m etc. El docente puede plantear la siguiente
interrogante: ;como podemos caracterizar a los nuevos elementos usando una nueva propiedad?

Como cierre de la actividad, el docente puede enfatizar las caracterizaciones presentadas
y realizar un comentario como el siguiente (discurso docente ficticio):

En principio, (Q,+,%X,<) y (R, +,X, <) no presentan diferencias estructurales.y no estd claro
el rol del axioma del supremo en el desarrollo de conceptos del andlisis. Entonces
comenzaremos trabajando en (Q,+,X,<) hasta que podamos dar cuenta que es lo que
diferencia a Q y R de manera explicita y entender qué aporta una nueva propiedad que se
agregaria a las que definen a Q, al desarrollo de los contenidos del Analisis matematico.

En situacion de curso, se espera que luego de concluida la Actividad 1 el docente aborde
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en clase un trabajo con sucesiones racionales mondtonas convergentes y divergentes en Q antes

de proponer la Actividad 2.
5.2.2 Actividad 2

Esta actividad se les entrega a los estudiantes en dos etapas: primero la parte (a) y luego
de la puesta en comun de esta parte, el resto de la consigna.

Tiempo previsto: 90 minutos (Cuadro 4).

Consigna de la actividad

Considera la siguiente sucesion definida por
a, = —2
recurrencia.(a tal que: a 1
ecurrencia. (A, )pey tal q Gppy = 717. +X vnen
an

a- En la siguiente figura estan representados los primeros puntos pertenecientes al grafico de la
sucesion (a,):

A partir del grdfico, ;qué informacion sobre la monotonia, la acotacién y la convergencia de (ay,)
puedes obtener? Explica detalladamente.

b- Calcula el valor de los cinco primeros términos de la sucesion, verifica que es una sucesion racional
y prueba que (a,,) estd acotada superiormente por -1.

c- Prueba que (a,) Tg (nota: Tg simboliza “estrictamente creciente”).

d- La sucesion (a,,), ;es convergente en Q? Fundamenta tu respuesta.

Cuadro 4 - Consigna actividad 2
Fuente: elaboracion propia.

Objetivos de la actividad

Esta actividad estd pensada para analizar que existen sucesiones racionales mondtonas
crecientes y acotadas superiormente que no son convergentes en Q y, a partir de esto, enunciar
la propiedad de completitud de R via la convergencia de las sucesiones reales mondtonas
crecientes y acotadas superiormente. En concordancia con las caracterizaciones presentadas en
la actividad 1, buscamos presentar una caracterizacion de R usando este enunciado.
Compartimos una posible resolucion de esta actividad en anexos.
Desarrollo posible

En la parte (a) de la actividad se espera que los estudiantes conjeturen que la sucesion

representada es mondtona creciente, acotada superiormente y que afirmen que no se puede
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asegurar esto a partir del grafico. Necesitan recurrir a la expresion algebraica de la sucesion

para probar su conjetura, el marco grafico resulta limitado para este tipo de estudios. Algunos
. .y , , . 3
pueden considerar que la sucesion es convergente a algin valor especifico, por ejemplo — p

esto se discutird durante la puesta en comun de la actividad. Durante la resolucion de la parte
(c) algunos estudiantes pueden sentirse desorientados al percatarse que la prueba de la
monotonia queda supeditada a la prueba previa de que 2 — a,? < 0, una posible intervencion
del docente es sugerir la prueba de esta tltima desigualdad para poder asegurar la monotonia
creciente. Algunos estudiantes podrian presentar dificultades para demostrar esta ultima
desigualdad, en ese caso, el docente tiene la opcion de sugerir que utilicen la induccion
completa como método de demostracion y recordar que se estd trabajando en Q. Si en la
resolucion de la parte (d) os estudiantes afirman que [? = 2 no tiene solucion racional porque
| = +/2 y que estos nimeros son irracionales, el docente puede sefialar que en el contexto de
trabajo se consideran solo las propiedades que son validas sobre Q. Esto hace necesario probar
que no existen numeros racionales cuyo cuadrado sea igual a 2.

Como consecuencia del trabajo con esta actividad, se espera institucionalizar las ideas

siguientes:

Existen sucesiones racionales monotonas crecientes y acotadas superiormente que no son
convergentes en Q.

Lo deseable es trabajar en un sistema numérico en el que TODAS las sucesiones mondtonas
crecientes y acotadas superiormente definidas sobre ese sistema numérico sean convergentes.

Sobre esta base, es posible presentar el enunciado de la propiedad de completitud via la
convergencia de sucesiones monotonas y acotadas como respuesta a esta necesidad. Previo al
enunciado de la propiedad de completitud, el docente recuerda la definicion de sucesion real:
(ay) es una sucesion real si y sélo si a: N, > R, siendo N, ={n€N,n>p }conp€eNYy
enuncia que el conjunto de los nimeros reales es el cuerpo totalmente ordenado que verifica la
propiedad de completitud:

Toda sucesion real monotona creciente y acotada superiormente es convergente en R.

El docente, entonces, invita a los estudiantes a volver sobre la actividad 1, en la cual
quedo pendiente caracterizar a R y al conjunto de los numeros irracionales a partir de Q y de
esta nueva propiedad. Posible intervencion del docente (intervencion ficticia):

Ahora que tenemos una propiedad que diferencia a Q de R, jcomo la usarian para caracterizar
aR?

Algunas respuestas que pueden brindar los estudiantes a esta cuestion son las siguientes,

y las ponemos en relacion con los niveles de funcionamiento de la completitud (respuestas
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ficticias):

E: R es la union de Q y las sucesiones racionales que no son convergentes en Q.

E: R es la union de Q y los limites de las sucesiones racionales que no son convergentes en Q.
E: R es la union de Q y las sucesiones racionales monodtonas crecientes y acotadas
superiormente que no son convergentes en Q - Herramienta explicita diferenciadora,
Herramienta explicita para definir objetos y Objeto inicial o movilizable.

E: R = QU I siendo 1 el conjunto de todos los limites de las sucesiones racionales que no son
convergentes en QQ - Herramienta explicita diferenciadora, Herramienta explicita para definir
objetos y Objeto inicial o movilizable.

Otra respuesta (ficticia) posible, pero que dificilmente surja es:

E: R es el conjunto de todos los limites de las sucesiones racionales monotonas crecientes y
acotadas superiormente - Objeto inicial o movilizable.

El estatus de objeto inicial o movilizable en las respuestas anteriores depende de si el
estudiante reconoce la propiedad del supremo como un posible enunciado de la propiedad de
completitud.

Institucionalizacion esperada
Como fruto de la discusion colectiva, se espera arribar a las siguientes caracterizaciones:

Caracterizacion de 1:
I ={k,k = lima,, (a,) racional mondtona creciente, acotada superiormente y

no convergente en Q}
Caracterizacion de R: Q U 1
R = {k,k = lima,,, (a,) racional mondétona creciente y acotada superiormente en Q}

En la siguiente seccién, exponemos el andlisis e interpretacion de los resultados que
obtuvimos en la experimentacion a la luz de los niveles de funcionamiento y de conocimiento

de la completitud que disefiamos.

6 Analisis e interpretacion de los resultados

En esta seccion, presentamos el andlisis de las producciones e intervenciones de los
estudiantes y su interpretacion a la luz de los niveles de funcionamiento y de conocimiento de
la completitud introducidos en la seccion 5. Forma parte de este analisis la identificacion de
metadiscursos (Dorier, 1995) elaborados por el docente durante el desarrollo de las actividades.

Los datos fueron analizados considerando la lectura de todas las producciones de los
estudiantes y la transcripcion de los registros audiovisuales. Los nombres de los estudiantes son

ficticios.

6.1 Analisis e interpretacion de los resultados obtenidos en la actividad 1
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Recordemos que uno de los objetivos de esta actividad es analizar el estado inicial de
los estudiantes con respecto a su conocimiento de la propiedad de completitud, considerando
los niveles de conocimiento y funcionamiento de la completitud de R. Todos los estudiantes
realizan exitosamente la actividad. La discusion de sus respuestas y la puesta en comun de la
misma da lugar a la institucionalizacion esperada.

A continuacion, transcribimos parte del didlogo que se desarrolld durante la puesta en
comun de la actividad y que muestra el discurso utilizado por el docente (metadiscurso, Dorier
(1995)) y las respuestas aportadas por los estudiantes como parte de su produccion verbal. Esto
nos permitié analizar qué idea de la completitud tienen los estudiantes al inicio del taller. Los
estudiantes trabajaron en duplas:

Profesora (P): Podemos constatar que Q y R, como estructuras algebraicas y de orden, son
cuerpos totalmente ordenados. Entonces, ;jqué diferencia a Q de R?;Qué diferencia a Q y R
como estructuras algebraicas?

Andrea: Nada.

Monica: Yo me pregunto lo mismo.

Profesora: Como estructuras algebraicas Q y R son ambos cuerpos totalmente ordenados.
¢ Como me doy cuenta que Q y R no son lo mismo?

Victor: Por Pitagoras.

Profesora: ;Por qué por Pitagoras?

Victor: Porque en un triangulo rectdngulo de catetos 1, la hipotenusa mide \2.

Profesora: Y eso, ;como lo usas para argumentar que Q y R son diferentes?

Andrea y Elena: Hay otros numeros que no son racionales y estin en R, los numeros
irracionales.

Profesora: ;como podemos caracterizar a esos numeros?

Andrea: R — Q.

Profesora: No tenemos caracterizado a R, hemos caracterizado a N,Z y Q.

Andrea: Los irracionales son aquellos numeros que no podemos escribir como fraccion.
[Andrea insiste en que se trata de R — Q]

Monica y Victor: jel axioma del supremo?

Profesora: ;Cudl es el enunciado del axioma del supremo?

Monicay Victor: ... jtodo subconjunto no vacio y acotado superiormente tiene supremo? O algo
asi...

Profesora: Bien, ;jcudl es la utilidad de esta propiedad? ;Podemos usarla para caracterizar
R?

(Diélogo entre la profesora y los estudiantes, 2021).

Los estudiantes no logran responder que utilidad tiene la propiedad del supremo. Al
cierre de esta actividad no estan dadas las condiciones para que los estudiantes logren vincular
una propiedad que diferencia a Q y R y usarla para definir al conjunto de los numeros
irracionales. Teniendo en cuenta los niveles de funcionamiento presentados en el Cuadro 1, las
respuestas de Andrea y Elena al inicio de la secuencia dan evidencias de un funcionamiento de
la completitud como herramienta implicita, puesto que reconocen la existencia de los nimeros

irracionales, pero no establecen el vinculo de éstos con la propiedad de completitud.
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Las respuestas de Monica y Victor dan evidencia de un funcionamiento como
herramienta explicita diferenciadora y como objeto inicial, ya que conocen un enunciado de la
completitud via la nocioén de supremo y la usan como argumento para diferenciar a Q de R. En
sus respuestas no citan el término completitud, sino que lo denominan axioma del supremo.
Consideramos que Andrea y Elena presentan un conocimiento implicito de la completitud
porque la diferencia que identifican entre Q y R es la existencia de los nimeros irracionales,
sin caracterizarlos de manera formal. Ménica y Victor tienen un conocimiento explicito inicial
de la propiedad, puesto que identifican la existencia de la propiedad de supremo para diferenciar
aR de Q.

A continuacion, presentamos el resumen de los funcionamientos de la completitud

evidenciados en las producciones de los estudiantes durante el desarrollo de esta actividad

(Cuadro 5).
Estudiantes Nivel de funcionamiento Nivel de conocimiento
Andrea Herramienta implicita. Implicito.
Elena Herramienta implicita. Implicito.
Ménica Herramienta e).(p.h(.:lta diferenciadora. Objeto Explicito inicial.
inicial.
Victor Herramienta e;;gilé(i:;tla diferenciadora. Objeto Explicito inicial.

Cuadro 5 - Niveles de funcionamiento y conocimiento de los estudiantes en la Actividad 1
Fuente: elaboracion propia.

Las respuestas que brindaron los estudiantes durante el didlogo que se establecio en la
puesta en comin coinciden, esencialmente, con las respuestas esperadas en el analisis didactico
de la actividad. Cabe mencionar que en nuestro analisis didactico no consideramos la propiedad

de Pitagoras, mencionada por Victor, como diferenciadora de Q y R.

6.2 Analisis e interpretacion de los resultados obtenidos en la actividad 2

Nuevamente, recordemos que uno de los objetivos de esta actividad es enunciar la
propiedad de completitud de R mediante el enunciado: fodas las sucesiones reales monotonas
crecientes y acotadas superiormente son convergentes en R. Los estudiantes intentan probar la
monotonia de la sucesion usando, Unicamente, propiedades de la estructura de cuerpo
totalmente ordenado de los nimeros racionales. Moénica presenta una prueba de la acotacion
superior de la sucesion y recurre al uso de numeros irracionales en la prueba de la monotonia
(Figura 1). Victor también intenta probar la monotonia y acotacion de la sucesion, pero no logra
elaborar una prueba usando solo las propiedades de cuerpo y orden en Q (Figura 2). Elena

también intenta probar la acotacion y la monotonia de la sucesion pero no logra terminar
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ninguna de las dos pruebas (Figura 3 y 4).
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Andrea trabaja tnicamente sobre la prueba de acotacidon superior de la sucesion y
presenta dos versiones. No logra elaborar una prueba con las condiciones de la consigna (Figura

5y6).
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Figura 5 - Resolucion de Andrea 2(b) Figura 6 - Otra resolucion de Andrea 2(b)
Fuente: elaboracion propia. Fuente: elaboracion propia.

En la puesta en comun se prueba, con la ayuda del docente, que la sucesion es mondtona
creciente. También se demuestra, con la participacion activa de los estudiantes, que la sucesion
racional esta acotada superiormente en Q y que tiene limite racional, haciendo uso exclusivo
de las propiedades que verifica Q como cuerpo totalmente ordenado. Como parte de la

institucionalizacion esperada y en concordancia con los objetivos de esta actividad el docente
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comenta:

La sucesion racional de esta actividad es monotona creciente y acotada superiormente en Q .
Sin embargo, en contra de nuestra intuicion, no tiene limite racional. Lo deseable es trabajar
en un sistema numérico donde podamos asegurar la convergencia de TODAS las sucesiones
monotonas crecientes y acotadas superiormente (Comentario del docente, 2021).

Este comentario del docente busca dar lugar a enunciar la propiedad de completitud via
la convergencia de las sucesiones reales mondtonas crecientes y acotadas superiormente, como
se explicitd en la institucionalizacion del analisis didactico de esta actividad.

El docente retoma lo trabajado en la Actividad 1 y pregunta a los estudiantes
(metadiscurso, Dorier (1995)):

Recordemos que al final de la actividad 1 caracterizamos 7. a partir de N y de la propiedad que
diferencia a estas dos estructuras. También caracterizamos Q a partir de Z. usando la propiedad
que verifica Q y no verifica Z (la existencia de inverso multiplicativo). Ahora que tenemos una
propiedad que diferencia a Q de R, jcomo la usarian para caracterizar R a partir de Q?
(Cuestion propuesta por el docente, 2021).

Esta pregunta invita a los estudiantes a usar esta propiedad para continuar un
cuestionamiento que quedod sin respuesta durante la puesta en comun de la actividad 1. Busca
que los estudiantes se pregunten como usar esta nueva propiedad para caracterizar al conjunto
de los numeros reales y, en particular, para dar una caracterizacion del conjunto de los nimeros
irracionales. Los estudiantes se toman un tiempo para pensar en una posible forma de
caracterizar y dudan. El docente recuerda la forma en que se caracterizé al conjunto de los
numeros enteros a partir del conjunto de los nimeros naturales para orientar a los estudiantes.

Elena y Victor presentan la siguiente caracterizacion para R:

R = QU {k, k = lim a,, (a,) sucesién racional monédtona creciente,
acotada superiormente y no convergente en Q}
(Respuesta de Elena y Victor, 2021)

Moénica propone la siguiente caracterizacion:

R = {L,L = lim a,, (a,) sucesion racional monétona creciente, acotada superiormente}
(Respuesta de Monica, 2021)

Elena y Victor utilizan el enunciado de la propiedad de completitud para caracterizar a
los nlimeros irracionales, sin embargo, Monica hace uso de la propiedad para caracterizar a R
y Andrea no presenta una respuesta para esta pregunta que formul6 el docente, esto da evidencia
que la propiedad de completitud, todavia, no funciona para ella como herramienta explicita para
definir objetos.

Esta forma de caracterizar a R da evidencia que la completitud es usada por los

estudiantes como herramienta explicita para definir objetos. En el caso de Mdnica y Victor,
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consideramos que dan muestras de un funcionamiento como objeto movilizable porque en la
actividad 1 ya se constatd que conocian un enunciado de la completitud (via la nocién del
supremo). En el Cuadro 6 resumimos los niveles de funcionamiento identificados en la

resolucion de esta actividad.

Estudiantes Nivel de funcionamiento
Andrea Herramienta implicita. Objeto inicial.
Elena Herramienta explicita para definir objetos matematicos. Objeto inicial.
Moénica Herramienta explicita para definir objetos matematicos. Objeto movilizable.
Victor Herramienta explicita para definir objetos matematicos. Objeto movilizable.

Cuadro 6 - Niveles de funcionamiento identificados en la resolucién de la Actividad 2
Fuente: elaboracion propia.

Las dificultades esperadas en el analisis didactico y las intervenciones docentes
previstas contribuyeron a que los estudiantes, durante la puesta en comun, participaran

activamente en las demostraciones solicitadas en la actividad.

7 Conclusiones

Las actividades disefiadas muestran la intencion de introducir la completitud, generando
una situaciébn que ponga en evidencia tanto la insuficiencia de Q como la necesidad de
introducir la propiedad de completitud como diferenciadora de los cuerpos totalmente
ordenados Q y R . El moévil es asegurar la convergencia de las sucesiones mondtonas crecientes
y acotadas superiormente, condicion necesaria para llevar a cabo el trabajo en Analisis
matematico.

Referente a los niveles de funcionamiento, la categoria de objeto inicial no requiere,
necesariamente, el funcionamiento como herramienta explicita. Sin embargo, el
funcionamiento de la nocién como objeto movilizable y flexible hace necesario que el
estudiante utilice la nocion como herramienta explicita en todos sus subniveles (HED, HEDO
y HEP). Los estudiantes pueden transitar de un nivel de conocimiento inicial a un nivel de
conocimiento movilizable o flexible, sin transitar de manera evidente por el nivel de
conocimiento explicito inicial. La secuencia que disefiamos apunta a que el estudiante logre
poner en funcionamiento la completitud como herramienta explicita en todos los subniveles y
como objeto flexible.

Las respuestas de los estudiantes a la primera actividad nos permiten inferir que el
conocimiento sobre la completitud que presentaron al inicio del taller se ubica en las categorias
de conocimiento implicito y conocimiento explicito inicial.

El analisis de las producciones de los estudiantes, a propdsito de la segunda actividad,

Bolema, Rio Claro (SP), v. 38, e230005, 2024 19



ISSN 1980-4415
X1 DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v38a230005

muestra que el funcionamiento como herramienta de la completitud se modificd, pasando de un
uso como herramienta implicita a herramienta explicita para definir objetos, en tres de los
estudiantes. En cuanto al funcionamiento de la completitud como objeto, en el caso de Monica
y Victor paso6 de objeto inicial a objeto movilizable. Elena mostrd un conocimiento implicito al
inicio de la propuesta y éste cambid a un conocimiento explicito inicial al finalizar la actividad
2.

El disefio de actividades intencionadas, conjuntamente con la puesta en juego de un
discurso particular del docente apoyado en las resoluciones y aportes de los estudiantes
(metadiscurso), parece contribuir positivamente a que los estudiantes pongan en
funcionamiento el caracter de herramienta explicita y de objeto de la nocion en cuestion. En
efecto, es lo que vemos a partir de la introduccion de la propiedad de completitud mediante
estas dos actividades que ponen en discusion las diferencias entre R y Q como cuerpos
totalmente ordenados y que generan la necesidad de enunciar esta propiedad para validar
algunos resultados del andlisis matemadtico (en este caso, la convergencia de sucesiones

monoétonas y acotadas).
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Actividad 1

Analizar el estado inicial de los estudiantes en relacion con
la propiedad de completitud

Actividad 2

Establecer como Axioma (E1): toda

sucesion real mondtona creciente y

acotada superiormente es convergen’
en R

E2: toda sucesion

subconjunto de R no Enunciados real monotona y
vacio y acotado de la acotada es
superiormente tiene completitud convergente en R

E4: todo

sunremo real

Actividad 4
E2=E3

E3: todo PSMA
real es convergente
en R

Actividad 7 Actividad 8

Establecer la Cierre de la secuencia.
equivalencia entre los Identificar un 5° enunciado
cuatro enunciados de la completitud

Figura 7 - Las actividades de la secuencia en relacion con la equivalencia de enunciados
Fuente: elaboracion propia.
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Anexo 2

Actividad 2
Una posible resolucion

a- El grafico muestra unos pocos puntos del grafico de la sucesion y no permite
conjeturar nada sobre el comportamiento de la sucesion en términos de monotonia, acotacion
y, menos aun, de convergencia. Pero puede ayudar a considerar la posibilidad de probar que la
sucesion es mondtona creciente y pareceria que estd acotada superiormente por -1, aunque la
prueba de esto requiere cambiar al marco aritmético. En cuanto a la convergencia, no se puede
asegurar nada en este marco, el andlisis de la convergencia requiere cambiar al marco

aritmético.

beti=—2 ai=—3 g =_Y g = _57 . _ _ 665857
0 1 2 2 12 3 408 4 470832

Pruebade quea, < -1 Vn e N
Demostracion:
a)ay=—-2=a,< -1

b) Hl’:an < -1 Ti:an+1 < -1

Demo: (a, +1)?>0=>(a,+1)?>-1=>a,°+2a,+2>0>a,2+2> —2a,
2

<_1; an+1:%+i:an—+2<_1

an 2an

an2+2
2an

Entonces: a, < —1Vn €N

por (H)) a, < —-1=

Pruebadequea, € Q Vn €N
Demostracion:

a)aO:—Zﬁaoe@

b)Hi:a, €Q Tians €EQ

a 1

7” +—— porH;y porser (+)y (X)cerradasen Q = an4; € Q
n

pora)yb)a, €EQ VneN

Demo: a, ., =

c- La prueba de que (a,) es estrictamente creciente [(a,) Tg]
Demostracion:

(ay) Ty a1 —a, >0VneN

et Ty, " 2q, >092-a,2<0
—
<0

(a,) Tz si2—a,2<0
La demostracion de la monotonia creciente de (a,) queda supeditada a la prueba de
2—a,2<0

Prueba de que 2-a,2<0(a,®?>2)vneN
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Demostracion:

aA)a,=-2=>a,>2=4>2
D)Hi:a,?>2 T:ap?>2(@p12—2>0)
Demo:
a 142 a,? + 2\ a,* +4a,> + 4 a,* — 2)?
an+12—2=<—"+—) —2=(= —2==—" > Ll m2
2 a, 2a, 4a,? 4a,*

pora)yb)a,?>2 VneN

Como 2 — a,? < 0 Vn € N entonces (a,) Tz Vn € N.

d- Analizando la convergencia en Q de (a,,)
(a,) es una sucesion racional, estrictamente creciente y acotada superiormente en Q.
Suponiendo que la sucesion tiene limite racional, = 31 € Q, lirrln a, = lirrln A =1

: . a 1
Entonces: lima,.,; = lim (_n + _)
n n 2 an

2_
Resultando:l=é+%<:)lz—12=0(:>l2—2=0<:)l2=2

Seal = g, pEZ ,qeN*yD(p,q) =1

2 2
r=2& (g) =2& Z—z =2 & p? = 2q* [1], de aqui se deduce que

p = 2 (p es multiplo de 2) = 3h € N,p = 2h. Entonces p? = 4h? resultando por [1]
que 2q%> = 4h? =2 q?> =2 = q =2 = D(p,q) # 1. Esto contradice lo supuesto. Se concluye

que no existe un numero racional cuyo cuadrado sea igual a 2.
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