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Resumen 

El sistema de los números reales es el dominio numérico en el cual se desarrollan conceptos y se validan 
propiedades del Análisis Matemático vinculadas a sucesiones y series numéricas, funciones continuas, funciones 
derivables y la noción de integrabilidad, entre otros. Estos desarrollos teóricos son posibles en ℝ y no en ℚ debido 
a una propiedad que distingue a estos dos cuerpos totalmente ordenados: la propiedad de completitud. En este 
trabajo, presentamos el diseño y los resultados de una propuesta de enseñanza para introducir la propiedad de 
completitud vía la convergencia de las sucesiones monótonas crecientes y acotadas superiormente. El diseño de la 
propuesta considera el doble carácter de herramienta y de objeto de una noción matemática (Douady, 1992) y el 
metadiscurso de las nociones FUG (Dorier, 1995). Utilizamos un enfoque metodológico interpretativo-cualitativo 
y como método el estudio de casos (Bisquerra, 2009). El análisis e interpretación de los datos nos permiten afirmar 
que tres de los cuatro estudiantes que participaron de la experiencia, lograron poner en funcionamiento el carácter 
de herramienta explícita y de objeto de la completitud. 
 
Palabras clave: Formación de docentes. Sistema de números reales. Propiedad de completitud. Carácter de 
herramienta y de objeto de nociones matemáticas. Metadiscurso de nociones FUG.  
 

Resumo 

O sistema dos números reais é o domínio numérico no qual conceitos são desenvolvidos e propriedades da Análise 
Matemática ligadas a sequências e séries numéricas, funções contínuas, funções deriváveis e a noção de 
integrabilidade, entre outras, são validadas. Esses desenvolvimentos teóricos são possíveis em ℝ e não em ℚ, 
devido a uma propriedade que distingue esses dois corpos totalmente ordenados: a propriedade de completude. 
Neste artigo, apresentamos o desenho e os resultados de uma proposta pedagógica para introduzir a propriedade 
de completude através da convergência de sequências monótonas crescentes e limitadas superiormente. O projeto 
da proposta considera o duplo caráter de ferramenta e objeto de uma noção matemática (Douady, 1992) e o 
metadiscurso das noções FUG (Dorier, 1995). Utilizamos uma abordagem metodológica interpretativa-qualitativa 
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e um método de estudo de caso (Bisquerra, 2009). A análise e interpretação dos dados nos permitem afirmar que 
três dos quatro alunos que participaram da experiência conseguiram pôr em funcionamento o caráter de ferramenta 
explícita e de objeto da completude. 
 
Palavras-chave: Formação de professores. Sistema dos números reais. Propriedade de completude. O caráter de 
ferramenta e objeto das noções matemáticas. Metadiscurso de noções de FUG. 
 
 
1 Introducción 

 

El sistema de los números reales, ℝ, es el dominio numérico donde se desarrollan 

conceptos y se validan propiedades del Análisis Matemático, vinculadas a sucesiones y series 

numéricas, funciones continuas, funciones derivables y la noción de integrabilidad, entre otros 

conceptos. Estos desarrollos teóricos son posibles en ℝ y no en el sistema racional	ℚ, debido a 

una propiedad que distingue a estos dos cuerpos totalmente ordenados: la propiedad de 

completitud que ℝ posee, y ℚ	no.  

Nos ha interesado indagar en qué medida los estudiantes universitarios logran 

comprender por qué estos desarrollos teóricos son posibles en ℝ y no en	ℚ. En particular, el 

curso de análisis de variable real del profesorado de matemática en Uruguay, denominado 

Análisis 1, la propiedad de completitud del sistema de los números reales es presentada a partir 

del enunciado que afirma que todo subconjunto de números reales, no vacío y acotado 

superiormente, tiene supremo real, enunciado conocido como la propiedad o el axioma del 

supremo. Hay trabajos de investigación, referenciados en la próxima sección, que muestran que 

la noción de supremo es comprendida sólo por una proporción muy pequeña de estudiantes. 

Deducimos, entonces, que la comprensión de la propiedad de completitud para el trabajo en el 

área del análisis matemático, se dificulta cuando es introducida vía la propiedad del supremo.   

El objetivo de este escrito es dar cuenta de la exploración de un camino alternativo al 

de la propiedad del supremo para introducir la propiedad de completitud del sistema de los 

números reales. Construimos y experimentamos una secuencia de enseñanza y aprendizaje en 

la que hemos buscado poner de relieve la necesidad de esta propiedad, así como explotar el 

doble carácter de herramienta (hacer uso de la noción para resolver ciertos problemas) y objeto 

de esta noción matemática, tomando como referencia la dialéctica herramienta – objeto 

introducida por Douady (1992).  

 

2 Estado del arte 

 

Para abordar como un problema la enseñanza y el aprendizaje de la completitud de	ℝ, 
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consideramos necesario tomar distancia de dicha noción y entender cómo, por qué y en qué 

contexto se hizo necesaria su aparición en la matemática. Tomamos como referencia el trabajo 

de Bergé y Sessa (2003), quienes señalan tres estados epistemológicos de la propiedad de 

completitud en distintos momentos de la historia de la matemática: como un atributo implícito, 

como un atributo explícito, aunque naturalmente aceptado y como una propiedad explícita y 

demostrable. Este recorrido histórico nos acerca a entender qué tipo de problemas resuelve la 

completitud, la importancia de su rol en la construcción de conocimientos matemáticos del 

Análisis y la insuficiencia del conjunto de los números racionales para resolver los problemas 

planteados.  

La convergencia de sucesiones monótonas y acotadas y el teorema del valor intermedio 

(también conocido como Teorema de Bolzano) forman parte del problema vinculado a la 

necesidad de formalizar la propiedad a inicios del siglo XIX. Los problemas en los que la 

completitud se hace necesaria, están relacionados con la construcción de pruebas formales 

(todas ellas ligadas a asegurar la existencia de un elemento del sistema numérico real) que, en 

muchos casos, resultan evidentes desde una perspectiva gráfica. La propiedad de completitud 

es necesaria cuando se quiere fundamentar en Análisis, cuando se busca resolver problemas 

relacionados con una prueba de existencia, ya sea de un límite, de la raíz de una función, del 

elemento intersección de intervalos encajados. En muchos casos, estas situaciones son 

evidentes desde una perspectiva gráfica. 

Respecto a la enseñanza y el aprendizaje de la completitud, pudimos constatar que 

diversas investigaciones abordan cuestiones vinculadas, directa o indirectamente, a esta 

temática. Los trabajos de Bergé (2016, 2008), Acevedo (2011) y Bills y Tall (1998) nos permiten 

conocer ciertas ideas que construyen los estudiantes cuando la presentación de la completitud, 

en cursos iniciales de Análisis, se realiza a partir del enunciado del Axioma del supremo;  el 

tipo de trabajo en el aula descripto en esos tres trabajos es similar a los cursos de Análisis 1 del 

profesorado uruguayo.  

De estos trabajos se desprende que este tratamiento tiene como consecuencia una visión 

naturalizada de la propiedad que no parece contribuir a que los estudiantes logren poner en 

funcionamiento el carácter de herramienta explícita de la completitud. Las actividades y el tipo 

de preguntas propuestas en las investigaciones nos permiten conjeturar que los cursos típicos 

de Análisis privilegian un tratamiento del supremo desvinculado de los contextos particulares 

de uso y centrado en analizar las propiedades y características de esta noción, sin hacer explícita 

la necesidad de su existencia.  De estos trabajos, interpretamos que la presentación de la 

completitud vía la noción del supremo no favorece que los estudiantes tengan disponible la 
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propiedad para ser usada en la demostración de otras propiedades o en la definición de otros 

objetos matemáticos. El acceso a la completitud queda bloqueado y en el mejor de los casos, el 

alumno retiene la definición formal de supremo y la demostración de propiedades generales de 

supremos de subconjuntos de números reales.  

Hay investigaciones que dan cuenta de ciertas dificultades que pueden manifestar los 

estudiantes durante el proceso de conceptualización de la noción de supremo. Algunas de estas 

dificultades parecen estar relacionadas tanto a la comprensión de las estructuras, objetos y 

relaciones lógicas que entran en juego en la construcción de su definición formal (Chellougui, 

2016); como también a la realización de ejercicios de determinar y justificar la existencia de 

cotas superiores, inferiores, supremo e ínfimos de conjuntos dados (Sari; Machromah; 

Purnomo, 2018; Hernández; Trigueros, 2012). Las actividades y el tipo de preguntas propuestas 

en estas investigaciones nos llevan a inferir que en los cursos típicos de Análisis se privilegia 

un tratamiento objetual de la noción de supremo, sin hacer explícita la necesidad de su 

existencia. 

Como producto de la reflexión sobre lo expuesto en los párrafos anteriores, decidimos 

elaborar una propuesta de enseñanza para introducir la propiedad de completitud, que muestre 

la necesidad de esta propiedad y revele que el trabajo con ciertas nociones matemáticas no es 

posible en el conjunto de los números racionales. Tomamos de Bergé (2016) la sugerencia de 

introducir la propiedad de completitud mediante situaciones que van más allá de lo 

estrictamente numérico e incluyan sucesiones o funciones, recreando condiciones similares o 

equivalentes a las que motivaron la emergencia de la definición de dicha propiedad. Nuestra 

propuesta considera introducir la completitud vía la convergencia de sucesiones monótonas y 

acotadas. En la siguiente sección, explicitamos las nociones teóricas que sustentan nuestro 

trabajo. 

 

3 Marco conceptual 

 

3.1 Las nociones matemáticas, su enseñanza y su aprendizaje 

 

Tomamos como referencia los trabajos de Douady (1992, 1995), quien afirma que, para 

un concepto matemático, conviene distinguir su carácter de herramienta (H) y su carácter de 

objeto (O). Vemos el carácter de herramienta de la completitud desplegarse cuando la misma es 

utilizada para resolver una situación contextualizada y particular; por ejemplo, para probar la 

convergencia de sucesiones, la existencia de raíces o de extremos de funciones bajo 
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determinadas condiciones. Cuando el interés en la propiedad de completitud se presenta 

desligado de los contextos particulares de uso y se busca caracterizar dicha propiedad de forma 

general o analizar la interrelación con otras nociones matemáticas, se pone de manifiesto su 

carácter de objeto. Tomamos de Douady (1995) las siguientes caracterizaciones: un alumno ha 

aprendido cierta noción matemática si es capaz de hacerla funcionar en su doble carácter de 

herramienta y de objeto. Para el docente, enseñar un concepto matemático implica crear las 

condiciones que permitirán la apropiación del mismo por parte del alumno, lo que requiere 

cierta organización en su enseñanza. 

Hay nociones matemáticas cuyo aprendizaje representa, en buena medida, un salto con 

respecto a los conocimientos previos de los estudiantes: su presentación en el aula involucra la 

definición de nuevos objetos matemáticos o la introducción de un nuevo formalismo, o de nueva 

simbología, o responden a la necesidad de unificar o generalizar conocimientos. Las nociones 

con estas características han sido denominadas nociones o conceptos FUG (Robert, 1998; 

Dorier, 1995) justamente por su carácter formalizador, unificador y generalizador. Pensamos 

que la propiedad de completitud puede ser interpretada como una noción FUG por las razones 

que detallamos a continuación.  

En los cursos universitarios donde la completitud se introduce con el enunciado de la 

propiedad del supremo, se hace necesario definir nuevos objetos matemáticos, nuevas palabras 

e introducir una nueva simbología, característica formalizadora de la noción en el sentido de 

Robert (1998). La completitud permite unificar nociones ya conocidas de manera 

compartimentada por los estudiantes, como ser el comportamiento de ciertas sucesiones 

numéricas y las propiedades de ciertas funciones continuas en intervalos cerrados. El trabajo 

matemático, en un cuerpo ordenado y completo, posibilita asegurar y generalizar la 

convergencia de las sucesiones monótonas y acotadas, y ciertas características de todas las 

funciones continuas en intervalos cerrados. Considerar la completitud como una noción FUG 

nos posibilita tomar en cuenta las recomendaciones didácticas de autores que han trabajado en 

la enseñanza y el aprendizaje de este tipo de nociones. Estos investigadores consideran que las 

nociones FUG difícilmente pueden  ser introducidas en el aula a partir de una situación 

fundamental en el sentido de Brousseau (1986), afirman que son nociones que requieren de una 

enseñanza a largo plazo y de la elaboración de un discurso particular por parte del docente 

(metadiscurso) para generar la reflexión en el aula sobre las nociones puestas en juego (Dorier, 

1995). 

 

4 Metodología 
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Hemos diseñado una secuencia de enseñanza y aprendizaje de ocho actividades para ser 

trabajada en un curso de Análisis de variable real, de la que daremos cuenta en la sección 5. En 

este escrito, nos centramos en las dos primeras actividades de dicha secuencia. Utilizamos una 

metodología cualitativa dentro del paradigma interpretativo-cualitativo y el método utilizado es 

el estudio de casos (Bisquerra, 2009). Este paradigma se caracteriza por tener como objetivo de 

investigación la acción humana; la realidad educativa es considerada una construcción social 

que resulta de las interpretaciones y significados que le otorgan los participantes del estudio  

(dimensión ontológica), la naturaleza de la relación entre el investigador y el contexto de 

investigación (dimensión epistemológica) es desde adentro: tiene un carácter 

fundamentalmente subjetivo, puesto que se busca interpretar las acciones de los sujetos 

investigados. Para este paradigma, la forma de conocer la realidad (dimensión metodológica) 

implica que el investigador esté inmerso en el contexto de investigación para lograr comprender 

y describir la realidad educativa realizando un análisis profundo de las percepciones e 

interpretaciones de los sujetos intervinientes en la investigación (Santamaría, 2013). 

En este trabajo, se trata de poner a estudiantes, junto con un docente investigador, en 

interacción con dos actividades que permiten potencialmente problematizar y mostrar la 

necesidad de enunciar la propiedad de completitud en el aula.  El ámbito natural de las 

actividades propuestas es el de un curso de introducción al Análisis de variable real que, en el 

programa uruguayo de formación de profesores, corresponde al 2º año de formación. La 

experimentación fue efectuada fuera del curso, en una modalidad de laboratorio, dado que el 

año escolar estaba terminado. En el contexto natural de un curso de Análisis I, se esperaría 

trabajar en clase con sucesiones numéricas racionales antes de proponer la segunda actividad. 

La experimentación en laboratorio fue realizada con cuatro estudiantes que ya contaban con ese 

trabajo previo sobre sucesiones numéricas, necesario para abordar la segunda actividad. 

 

4.1 Recolección de los datos 

 

Para recabar la información, utilizamos tres tipos de técnicas cualitativas: instrumentos, 

estrategias y medios audiovisuales (Bisquerra, 2009, p. 151).  

Dentro de los instrumentos (desarrollados en detalle en la sección 5) se encuentra el 

diseño de dos actividades de enseñanza en torno a la propiedad de completitud. Dichas 

actividades permitieron explorar formas de poner en funcionamiento la propiedad de 

completitud en su doble carácter de herramienta y de objeto (en el sentido mencionado de 
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Douady, 1992) y tomar en cuenta las sugerencias que plantean varios autores acerca de la 

enseñanza de las nociones FUG (Robert, 1998; Dorier, 1995; Bridoux, 2012; Chorlay, 2019). 

El otro instrumento consiste en la concepción de un conjunto de indicadores que hemos 

denominado niveles de funcionamiento y niveles de conocimiento de la completitud de  ℝ. Estos 

indicadores sustentaron tanto el análisis didáctico de las actividades de enseñanza como la 

interpretación y la descripción de las conceptualizaciones de los estudiantes en interacción con 

dichas actividades. En cuanto a las estrategias y los medios audiovisuales, se utilizó la 

observación participante: el primer autor de este escrito fue el responsable de implementar la 

propuesta de enseñanza. Las actividades fueron propuestas en modalidad taller, en un encuentro 

de 180 minutos con un descanso de 20 minutos entre las actividades. El taller se realizó en el 

mes de noviembre de 2021. Todas las producciones de los estudiantes fueron registradas en 

papel y entregadas al docente-investigador. La sesión fue grabada en audio y video. 

 

5 Diseño de los instrumentos de investigación 

 

En esta sección presentamos el diseño de los dos instrumentos que utilizamos en esta 

investigación: la creación de un conjunto de indicadores para analizar e interpretar los datos 

recabados y la elaboración de una propuesta de enseñanza con su análisis didáctico. Al conjunto 

de indicadores lo denominamos niveles de funcionamiento y de conocimiento de la completitud 

de ℝ.  

 

5.1 Los niveles de funcionamiento- conocimiento de la completitud de ℝ 

 

Para este diseño, tomamos las nociones de herramienta implícita, herramienta explícita 

y objeto, así como, también el carácter diferenciador de la completitud como noción FUG  

(Chorlay, 2019). Por otro lado, readaptamos la caracterización de herramienta explícita de 

prueba y para definir objetos matemáticos de Jovignot (2018). Resumimos los niveles de 

funcionamiento en el Cuadro 1. 
Funcionamientos Subniveles Descripción. El estudiante… 

Herramienta implícita 
(HI)  

[…] usa la completitud sin identificarla. Por ejemplo: asegura la 
convergencia de una sucesión real  monótona y acotada sin 

poder dar una justificación. 
Herramienta explícita 

(HE). 
Este funcionamiento 

requiere que el 
estudiante identifique a 
la noción como objeto 

Diferenciadora 
(HED) 

[…] usa algún enunciado de la completitud para probar que ℝ y 
ℚ son cuerpos totalmente ordenados distintos, el primero 

completo y el segundo no. 
Para definir objetos 

matemáticos 
(HEDO) 

[…] usa algún enunciado de la completitud para definir objetos 
matemáticos. Por ejemplo: 𝕀	 = {𝑙/𝑙 = sup(𝐴) , 𝐴 ⊂ ℚ, 𝐴 ≠
∅, 𝐴	acot. sup. en	ℚ, 𝐴	no	admite	supremo	racional} 
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y la use de forma 
intencional. De prueba (HEP) 

[…] identifica el uso de la completitud en el desarrollo de 
demostraciones que la requieran. Por ejemplo: en la 
demostración del Teorema de Valores Intermedios. 

Objeto 

Inicial (OI) […] conoce un enunciado de la completitud pudiendo o no 
ponerla en funcionamiento como HE. 

Movilizable (OM) 
[…] conoce más de un enunciado de la completitud pudiendo o 
no identificar la equivalencia entre ellos, y es capaz de usarla 

como HE. 

Flexible (OF) 
[…]  conoce más de dos enunciados de la completitud, identifica 
la equivalencia entre ellos y pone en funcionamiento la noción 

como HE. 
Cuadro 1 - Niveles de funcionamiento de la completitud de	ℝ 

Fuente: elaboración propia. 
 

Tomando como referencia el trabajo de Douady (1992), entendemos que un estudiante 

sabe qué es la propiedad de completitud en la medida que es capaz de poner en funcionamiento 

su carácter de herramienta explícita y su carácter de objeto; identificamos, entonces, distintos 

niveles de conocimiento de la completitud utilizando los niveles de funcionamiento 

mencionados en el Cuadro 1. Resumimos los niveles de conocimiento en el Cuadro 2, 

presentado a continuación, en el cual cada trama representa un nivel de conocimiento diferente. 

Funcionamientos  → Herramienta 
implícita Herramienta explícita Objeto 

↓Nivel de conocimiento  HED HEDO HEP OI OM OF 

Implícito (CI)      
Implícito (CI)      

Explícito inicial (EI)        
Explícito movilizable (EM)        
Explícito movilizable (EM)        

Explícito flexible (EF)        
Cuadro 2 - Niveles de conocimiento de la completitud de	ℝ 

Fuente: elaboración propia. 
 

A modo de ejemplo, un estudiante muestra un conocimiento implícito (CI) de la 

completitud si la propiedad funciona como herramienta implícita (HI), pudiendo o no funcionar 

como objeto inicial (OI). Un estudiante tiene un conocimiento explícito movilizable (EM) de la 

completitud si la utiliza como herramienta explícita diferenciadora (HED), para definir objetos 

(HEDO) y para hacer pruebas (HEP) pudiendo funcionar como objeto inicial (OI) o como 

objeto movilizable. 

Los niveles elaborados, incluyen categorías y subcategorías para ser utilizados en los 

análisis de la secuencia completa. Recordemos que, en este trabajo, nos centramos en analizar 

las dos primeras actividades de dicha secuencia (no todas las categorías y subcategorías se usan 

en este escrito). 

La secuencia de enseñanza apunta a formular en la clase una primera hipótesis de la 

completitud de ℝ considerando el enunciado toda sucesión real monótona creciente y acotada 
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superiormente es convergente en	ℝ, y la demostración, por parte de los estudiantes, de la 

equivalencia de cuatro posibles enunciados de la propiedad. La organización de las actividades 

de la secuencia responde a la intención de ir construyendo y demostrando (con 

institucionalizaciones intermedias, Bridoux (2012)) la equivalencia de los siguientes cuatro 

enunciados matemáticos de la propiedad de completitud de	ℝ:  

E1: toda sucesión real monótona creciente y acotada superiormente es convergente en 	ℝ.   

E2: toda sucesión real monótona y acotada es convergente en	ℝ. 

E3: todo par de sucesiones reales monótonas adyacentes converge a un mismo límite en ℝ .  

E4: todo subconjunto de números reales no vacío y acotado superiormente tiene supremo real. 

Compartimos, en anexos 1 y 2, el esquema que elaboramos para ilustrar la secuencia 

completa, buscando facilitar la comprensión de su estructura.   

 

5.2 Las actividades y su análisis didáctico 

 

En esta sección, organizamos el análisis didáctico de las dos primeras actividades de 

enseñanza de la secuencia considerando los siguientes puntos: tiempo previsto, consigna, 

objetivos, desarrollos posibles e institucionalización esperada. Este análisis toma en 

consideración los niveles de funcionamiento y de conocimiento presentados en la sección 

precedente. 

 

5.2.1 Actividad 1 

 

Tiempo previsto: 90 minutos (Cuadro 3). 

 
Cuadro 3 - Consigna actividad 1 

Fuente: elaboración propia. 
 

Consigna de la actividad 

a- Completa la siguiente tabla enunciando las propiedades que cada una de las estructuras 
numéricas verifica con respecto a las operaciones de adición, multiplicación y la relación de orden 
definida. 
b- Una vez completada la tabla, analiza similitudes y diferencias comparando las propiedades que 
verifica cada una de las estructuras algebraicas.  

 (ℕ,+,×,≤) (ℤ,+,×,≤) (ℚ,+,×,≤) (ℝ,+,×,≤) 
(+) Conmutativa: 

∀𝑎, 𝑏 ∈ ℕ, 𝑎 + 𝑏 =
𝑏 + 𝑎 

   

(×)     
(+,×)     
(+,≤)     
(×,≤)     
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Objetivos de la actividad 

Partimos de la hipótesis que la completitud no está disponible para los estudiantes como 

propiedad que diferencia a ℚ	de	ℝ. Esta falta de disponibilidad de la completitud nos permitirá 

legitimar el hecho de restringir trabajo a ℚ  hasta tener más elementos para iniciar el trabajo 

en	ℝ,	sin imponer la propiedad de completitud. Durante la puesta en común de la actividad, el 

docente puede presentar una caracterización axiomática para ℤ y para	ℚ, haciendo uso de las 

propiedades de existencia del opuesto aditivo en	ℤ y del elemento inverso multiplicativo en	ℚ. 

Esta forma de caracterizar a ℤ a partir de ℕ y caracterizar a ℚ a partir de ℤ usando las 

propiedades que diferencian a cada estructura, sienta las bases para generar una discusión en 

clase que permita analizar qué propiedad verifica ℝ y no verifica ℚ y cómo usar dicha 

propiedad para caracterizar 	ℝ y, en consecuencia, el conjunto de los números irracionales (𝕀). 

Desarrollo posible 

Se espera que los estudiantes realicen sin dificultades la actividad. 

Para analizar el estado inicial sobre la completitud que tienen los estudiantes el docente 

puede realizar la siguiente intervención (ficticia):  

Podemos constatar que ℚ y ℝ como estructuras algebraicas y de orden son cuerpos totalmente 
ordenados. Entonces, ¿qué diferencia a ℚ de	ℝ? 
 
La intención de esta pregunta es provocar un cuestionamiento sobre la existencia de una 

propiedad que distingue a ℝ de	ℚ	y que posibilitará caracterizar a los nuevos elementos 

numéricos que son números reales, pero no números racionales. Algunas respuestas que pueden 

brindar los estudiantes a esta cuestión son presentadas a continuación;   las ponemos en relación 

con los niveles de funcionamiento de la completitud (respuesta ficticia): 
E: Los números reales son la unión de los números irracionales y de los números racionales - 
Herramienta implícita. 
E: Existen números reales que no son periódicos - Herramienta implícita  
E: √2, 𝜋 no son números racionales pero son números reales - Herramienta implícita. 
E: 	ℝ verifica el axioma del supremo y ℚ no. Porque existen subconjuntos de números 
racionales no vacíos y acotados superiormente que no tienen supremo racional - Herramienta 
explícita diferenciadora, Objeto inicial. 
 
Si un estudiante se encuentra recursando la asignatura, puede llegar a responder 

(respuesta ficticia): 
E: Todos los subconjuntos de números reales no vacíos y acotados superiormente tienen 
supremo real y esto no lo cumple el conjunto de los números racionales. Además, todas las 
sucesiones que son de Cauchy tienen límite en ℝ pero no en	ℚ - Herramienta explícita 
diferenciadora, Objeto movilizable.  
 
El análisis de las respuestas (no ficticias) de los estudiantes nos proporcionará 

información sobre el estado inicial de conocimientos que ellos tienen sobre la completitud, a la 
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luz de los niveles de conocimiento que diseñamos. 

Institucionalización esperada 

Con esta actividad, se busca sentar las bases para presentar una caracterización de ℤ y 

de ℚ tomando como punto de partida la definición axiomática de ℕ (axiomas de Peano).  

Se espera caracterizar ℤ considerando la propiedad  que distingue a (ℤ, +) de (ℕ,+) (la 

existencia de elemento simétrico (existencia de opuesto) en (ℤ, +)). El docente podría 

relacionar esta propiedad que diferencia a estas estructuras algebraicas con la existencia de 

elementos numéricos que son números enteros, pero no son números naturales, y presentar la 

siguiente caracterización para	ℤ: ℤ = ℕ ∪ {𝑘/𝑘 + 𝑎 = 0, ∀𝑎 ∈ ℕ}. El docente puede observar 

que 𝑘 + 𝑎 = 0, ∀𝑎 ∈ ℕ, y notar a 𝑘 de la siguiente manera: 𝑘 = −𝑎 

Esta caracterización que elegimos responde a una decisión didáctica que, si bien no 

respeta el rigor matemático, permite que los estudiantes relacionen los nuevos elementos con la 

propiedad que diferencia a las estructuras algebraicas ℤ y	ℕ. Esta misma decisión tomamos para 

caracterizar a ℚ y ℝ, haciendo énfasis en usar la propiedad que diferencia a cada estructura. 

Para caracterizar a ℚ, el docente puede hacer énfasis en la propiedad que diferencia a 

(ℚ,×) de (ℤ,×) (existencia de elemento inverso en (ℚ,×) ) y relacionar la validez de esta 

propiedad con la existencia de elementos numéricos que son números racionales, pero no son 

números enteros. Una posible caracterización de 	ℚ que puede presentar el docente, 

considerando esta diferencia, es definiendo el conjunto de todos los inversos multiplicativos de 

ℤ − {0}): 	𝐾 = {𝑘/𝑘 × 𝑎 = 1, ∀𝑎 ∈ ℤ − {0}}. Una vez definido este conjunto, se puede 

caracterizar ℚ de la siguiente forma: ℚ = {𝑧𝑘;	∀𝑧 ∈ ℤ, ∀𝑘 ∈ 𝐾	}	 

Luego de caracterizar ℤ y ℚ, el docente podría observar que la emergencia  de una nueva 

propiedad está relacionada con la definición de nuevos números y se podría conjeturar que si 

ℝ cumple una propiedad que no es verificada por	ℚ, esto traería aparejado la definición de 

nuevos números. Eso se pega bien con los conocimientos usuales sobre los números, los 

estudiantes no ignoran la existencia de √2, 𝜋 etc. El docente puede plantear la siguiente 

interrogante: ¿cómo podemos caracterizar a los nuevos elementos usando una nueva propiedad? 

Como cierre de la actividad, el docente puede enfatizar las caracterizaciones presentadas 

y realizar un comentario como el siguiente (discurso docente ficticio):  

En principio, (ℚ,+,×,≤) y (ℝ,+,×,≤) no presentan diferencias estructurales.y no está claro 
el rol del axioma del supremo en el desarrollo de conceptos del análisis. Entonces 
comenzaremos trabajando en (ℚ,+,×,≤) hasta que podamos dar cuenta que es lo que 
diferencia a ℚ	𝑦	ℝ de manera explícita y entender qué aporta una nueva propiedad que se 
agregaría a las que definen a 	ℚ, al desarrollo de los contenidos del Análisis matemático. 
 
En situación de curso, se espera que luego de concluida la Actividad 1 el docente aborde 
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en clase un trabajo con sucesiones racionales monótonas convergentes y divergentes en	ℚ antes 

de proponer la Actividad 2. 

5.2.2 Actividad 2 

 

Esta actividad se les entrega a los estudiantes en dos etapas: primero la parte (a) y luego 

de la puesta en común de esta parte, el resto de la consigna.  

Tiempo previsto: 90 minutos (Cuadro 4). 
 

Cuadro 4 - Consigna actividad 2 
Fuente: elaboración propia. 

 
Objetivos de la actividad 

Esta actividad está pensada para analizar que existen sucesiones racionales monótonas 

crecientes y acotadas superiormente que no son convergentes en 	ℚ y, a partir de esto, enunciar 

la propiedad de completitud de ℝ vía la convergencia de las sucesiones reales monótonas 

crecientes y acotadas superiormente. En concordancia con las caracterizaciones presentadas en 

la actividad 1, buscamos presentar una caracterización de ℝ usando este enunciado. 

Compartimos una posible resolución de esta actividad en anexos. 

Desarrollo posible 

En la parte (a) de la actividad se espera que los estudiantes conjeturen que la sucesión 

representada es monótona creciente, acotada superiormente y que afirmen que no se puede 

Consigna de la actividad 

Considera la siguiente sucesión definida por 

recurrencia:(𝑎!)!∈ℕ	𝑡𝑎𝑙	𝑞𝑢𝑒:	 P
𝑎$ = −2
𝑎!%& =

'!
(
+ &

'!
				∀𝑛 ∈ ℕ∗			 

a- En la siguiente figura están representados los primeros puntos pertenecientes al gráfico de la 
sucesión (𝑎!): 

 
A partir del gráfico, ¿qué información sobre la monotonía, la acotación y la convergencia de (𝑎!) 
puedes obtener? Explica detalladamente. 
b- Calcula el valor de los cinco primeros términos de la sucesión, verifica que es una sucesión racional 
y prueba que (𝑎!) está acotada superiormente por -1. 
c- Prueba que (𝑎!) ↑* (nota: ↑* simboliza “estrictamente creciente”). 
d- La sucesión	(𝑎!),	 ¿es convergente en	ℚ? Fundamenta tu respuesta. 
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asegurar esto a partir del gráfico. Necesitan recurrir a la expresión algebraica de la sucesión 

para probar su conjetura, el marco gráfico resulta limitado para este tipo de estudios. Algunos 

pueden considerar que la sucesión es convergente a algún valor específico, por ejemplo − !
"
, 

esto se discutirá durante la puesta en común de la actividad. Durante la resolución de la parte 

(c) algunos estudiantes pueden sentirse desorientados al percatarse que la prueba de la 

monotonía queda supeditada a la prueba previa de que 2 − 𝑎#" < 0, una posible intervención 

del docente es sugerir la prueba de esta última desigualdad para poder asegurar la monotonía 

creciente. Algunos estudiantes podrían presentar dificultades para demostrar esta última 

desigualdad, en ese caso, el docente tiene la opción de sugerir que utilicen la inducción 

completa como método de demostración y recordar que se está trabajando en 	ℚ. Si en la 

resolución de la parte (d) os estudiantes afirman que 𝑙" = 2 no tiene solución racional porque 

𝑙 = ±√2 y que estos números son irracionales, el docente puede señalar que en el contexto de 

trabajo se consideran solo las propiedades que son válidas sobre ℚ. Esto hace necesario probar 

que no existen números racionales cuyo cuadrado sea igual a 2. 

Como consecuencia del trabajo con esta actividad, se espera institucionalizar las ideas 

siguientes:  
Existen sucesiones racionales monótonas crecientes y acotadas superiormente que no son 
convergentes en	ℚ. 

 
Lo deseable es trabajar en un sistema numérico en el que TODAS las sucesiones monótonas 
crecientes y acotadas superiormente definidas sobre ese sistema numérico sean convergentes. 

 
Sobre esta base, es posible presentar el enunciado de la propiedad de completitud vía la 

convergencia de sucesiones monótonas y acotadas como respuesta a esta necesidad. Previo al 

enunciado de la propiedad de completitud, el docente recuerda la definición de sucesión real: 

(𝑎#) es una sucesión real si y sólo si 𝑎:	ℕ$ → ℝ, siendo ℕ$ = {𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 𝑝		} con 𝑝 ∈ ℕ y 

enuncia que el conjunto de los números reales es el cuerpo totalmente ordenado que verifica la 

propiedad de completitud:  

Toda sucesión real monótona creciente y acotada superiormente es convergente en	ℝ.  

El docente, entonces, invita a los estudiantes a volver sobre la actividad 1, en la cual 

quedó pendiente caracterizar a ℝ y al conjunto de los números irracionales a partir de ℚ y de 

esta nueva propiedad. Posible intervención del docente (intervención ficticia):  

Ahora que tenemos una propiedad que diferencia a ℚ de	ℝ, ¿cómo la usarían para caracterizar 
a	ℝ?  
 
Algunas respuestas que pueden brindar los estudiantes a esta cuestión son las siguientes, 

y las ponemos en relación con los niveles de funcionamiento de la completitud (respuestas 
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ficticias): 

E: ℝ es la unión de ℚ y las sucesiones racionales que no son convergentes en	ℚ. 
E: ℝ es la unión de ℚ y los límites de las sucesiones racionales que no son convergentes en	ℚ.  
E: ℝ es la unión de ℚ y las sucesiones racionales monótonas crecientes y acotadas 
superiormente que no son convergentes en	ℚ - Herramienta explícita diferenciadora, 
Herramienta explícita para definir objetos y Objeto inicial o movilizable. 
 
E: ℝ = ℚ ∪ 𝕀 siendo 𝕀 el conjunto de todos los límites de las sucesiones racionales que no son 
convergentes en	ℚ - Herramienta explícita diferenciadora, Herramienta explícita para definir 
objetos y Objeto inicial o movilizable. 
 
Otra respuesta (ficticia) posible, pero que difícilmente surja es: 

E: ℝ es el conjunto de todos los límites de las sucesiones racionales monótonas crecientes y 
acotadas superiormente - Objeto inicial o movilizable.  
 
El estatus de objeto inicial o movilizable en las respuestas anteriores depende de si el 

estudiante reconoce la propiedad del supremo como un posible enunciado de la propiedad de 

completitud. 

Institucionalización esperada 

Como fruto de la discusión colectiva, se espera arribar a las siguientes caracterizaciones:  

Caracterización de 𝕀:  
𝕀 = {𝑘, 𝑘 = 𝑙𝑖𝑚 𝑎! , (𝑎!)	𝑟𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙	𝑚𝑜𝑛ó𝑡𝑜𝑛𝑎	𝑐𝑟𝑒𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒, 𝑎𝑐𝑜𝑡𝑎𝑑𝑎	𝑠𝑢𝑝𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒	𝑦	
𝑛𝑜	𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒		𝑒𝑛	ℚ}  

Caracterización de	ℝ:	ℚ ∪ 𝕀 	
ℝ = {𝑘, 𝑘 = 𝑙𝑖𝑚 𝑎! , (𝑎!)	𝑟𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙	𝑚𝑜𝑛ó𝑡𝑜𝑛𝑎	𝑐𝑟𝑒𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒	𝑦	𝑎𝑐𝑜𝑡𝑎𝑑𝑎	𝑠𝑢𝑝𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒	𝑒𝑛	ℚ} 

 
En la siguiente sección, exponemos el análisis e interpretación de los resultados que 

obtuvimos en la experimentación a la luz de los niveles de funcionamiento y de conocimiento 

de la completitud que diseñamos. 

 

6 Análisis e interpretación de los resultados 

 

En esta sección, presentamos el análisis de las producciones e intervenciones de los 

estudiantes y su interpretación a la luz de los niveles de funcionamiento y de conocimiento de 

la completitud introducidos en la sección 5. Forma parte de este análisis la identificación de 

metadiscursos (Dorier, 1995) elaborados por el docente durante el desarrollo de las actividades. 

Los datos fueron analizados considerando la lectura de todas las producciones de los 

estudiantes y la transcripción de los registros audiovisuales. Los nombres de los estudiantes son 

ficticios.  

 

6.1 Análisis e interpretación de los resultados obtenidos en la actividad 1 
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Recordemos que uno de los objetivos de esta actividad es analizar el estado inicial de 

los estudiantes con respecto a su conocimiento de la propiedad de completitud, considerando 

los niveles de conocimiento y funcionamiento de la completitud de	ℝ. Todos los estudiantes 

realizan exitosamente la actividad. La discusión de sus respuestas y la puesta en común de la 

misma da lugar a la institucionalización esperada. 

A continuación, transcribimos parte del diálogo que se desarrolló durante la puesta en 

común de la actividad y que muestra el discurso utilizado por el docente (metadiscurso, Dorier 

(1995)) y las respuestas aportadas por los estudiantes como parte de su producción verbal. Esto 

nos permitió analizar qué idea de la completitud tienen los estudiantes al inicio del taller. Los 

estudiantes trabajaron en duplas: 

Profesora (P): Podemos constatar que ℚ y ℝ, como estructuras algebraicas y de orden, son 
cuerpos totalmente ordenados. Entonces, ¿qué diferencia a ℚ de	ℝ?¿Qué diferencia a ℚ y ℝ 
como estructuras algebraicas?  
Andrea: Nada.  
Mónica: Yo me pregunto lo mismo. 
Profesora: Como estructuras algebraicas ℚ y ℝ son ambos cuerpos totalmente ordenados. 
¿Cómo me doy cuenta que ℚ y ℝ no son lo mismo? 
Víctor: Por Pitágoras.  
Profesora: ¿Por qué por Pitágoras? 
Víctor: Porque en un triángulo rectángulo de catetos 1, la hipotenusa mide √2.  
Profesora: Y eso, ¿cómo lo usás para argumentar que ℚ y ℝ son diferentes?  
Andrea y Elena: Hay otros números que no son racionales y están en	ℝ, los números 
irracionales.  
Profesora: ¿cómo podemos caracterizar a esos números?  
Andrea: 	ℝ − ℚ. 
Profesora: No tenemos caracterizado a 	ℝ, hemos caracterizado a ℕ, ℤ y	ℚ.  
Andrea: Los irracionales son aquellos números que no podemos escribir como fracción. 
[Andrea insiste en que se trata de ℝ−ℚ] 
Mónica y Víctor: ¿el axioma del supremo? 
Profesora: ¿Cuál es el enunciado del axioma del supremo? 
Mónica y Víctor:… ¿todo subconjunto no vacío y acotado superiormente tiene supremo? O algo 
así… 
Profesora: Bien, ¿cuál es la utilidad de esta propiedad? ¿Podemos usarla para caracterizar 
	ℝ? 
(Diálogo entre la profesora y los estudiantes, 2021). 
 
Los estudiantes no logran responder que utilidad tiene la propiedad del supremo. Al 

cierre de esta actividad no están dadas las condiciones para que los estudiantes logren vincular 

una propiedad que diferencia a ℚ y ℝ y usarla para definir al conjunto de los números 

irracionales. Teniendo en cuenta los niveles de funcionamiento presentados en el Cuadro 1, las 

respuestas de Andrea y Elena al inicio de la secuencia dan evidencias de un funcionamiento de 

la completitud como herramienta implícita, puesto que reconocen la existencia de los números 

irracionales, pero no establecen el vínculo de éstos con la propiedad de completitud.  
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Las respuestas de Mónica y Víctor dan evidencia de un funcionamiento como 

herramienta explícita diferenciadora y como objeto inicial, ya que conocen un enunciado de la 

completitud vía la noción de supremo y la usan como argumento para diferenciar a ℚ de ℝ. En 

sus respuestas no citan el término completitud, sino que lo denominan axioma del supremo.  

Consideramos que Andrea y Elena presentan un conocimiento implícito de la completitud 

porque la diferencia que identifican entre ℚ y ℝ es la existencia de los números irracionales, 

sin caracterizarlos de manera formal. Mónica y Víctor tienen un conocimiento explícito inicial 

de la propiedad, puesto que identifican la existencia de la propiedad de supremo para diferenciar 

a ℝ de	ℚ. 

A continuación, presentamos el resumen de los funcionamientos de la completitud 

evidenciados en las producciones de los estudiantes durante el desarrollo de esta actividad 

(Cuadro 5). 
Estudiantes Nivel de funcionamiento Nivel de conocimiento 

Andrea Herramienta implícita. Implícito. 
Elena Herramienta implícita. Implícito. 

Mónica Herramienta explícita diferenciadora. Objeto 
inicial. Explícito inicial. 

Víctor Herramienta explícita diferenciadora. Objeto 
inicial. Explícito inicial. 

Cuadro 5 - Niveles de funcionamiento y conocimiento de los estudiantes en la Actividad 1 
Fuente: elaboración propia. 

 
Las respuestas que brindaron los estudiantes durante el diálogo que se estableció en la 

puesta en común coinciden, esencialmente, con las respuestas esperadas en el análisis didáctico 

de la actividad. Cabe mencionar que en nuestro análisis didáctico no consideramos la propiedad 

de Pitágoras, mencionada por Víctor, como diferenciadora de ℚ y ℝ. 

 

6.2 Análisis e interpretación de los resultados obtenidos en la actividad 2 

 

Nuevamente, recordemos que uno de los objetivos de esta actividad es enunciar la 

propiedad de completitud de ℝ mediante el enunciado: todas las sucesiones reales monótonas 

crecientes y acotadas superiormente son convergentes en 	ℝ. Los estudiantes intentan probar la 

monotonía de la sucesión usando, únicamente, propiedades de la estructura de cuerpo 

totalmente ordenado de los números racionales. Mónica presenta una prueba de la acotación 

superior de la sucesión y recurre al uso de números irracionales en la prueba de la monotonía 

(Figura 1). Víctor también intenta probar la monotonía y acotación de la sucesión, pero no logra 

elaborar una prueba usando solo las propiedades de cuerpo y orden en ℚ (Figura 2). Elena 

también intenta probar la acotación y la monotonía de la sucesión pero no logra terminar 
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ninguna de las dos pruebas (Figura 3 y 4).  

 

 

 
Andrea trabaja únicamente sobre la prueba de acotación superior de la sucesión y 

presenta dos versiones. No logra elaborar una prueba con las condiciones de la consigna  (Figura 

5 y 6). 
 

 

En la puesta en común se prueba, con la ayuda del docente, que la sucesión es monótona 

creciente. También se demuestra, con la participación activa de los estudiantes, que la sucesión 

racional está acotada superiormente en ℚ y que tiene límite racional, haciendo uso exclusivo 

de las propiedades que verifica ℚ como cuerpo totalmente ordenado. Como parte de la 

institucionalización esperada y en concordancia con los objetivos de esta actividad el docente 

Figura 2 -  Resolución de Víctor 
Fuente: elaboración propia. 

 
 

Figura 3 -  Resolución de Elena 2(b) 
Fuente: elaboración propia. 

Figura 4 -  Resolución de Elena 2(c) 
Fuente: elaboración propia. 

Figura 1 - Resolución de Mónica 
Fuente: elaboración propia. 

 

 

Figura 5 - Resolución de Andrea 2(b) 
Fuente: elaboración propia. 

 

Figura 6 - Otra resolución de Andrea 2(b) 
Fuente: elaboración propia. 
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comenta: 

La sucesión racional de esta actividad es monótona creciente y acotada superiormente en ℚ . 
Sin embargo, en contra de nuestra intuición, no tiene límite racional. Lo deseable es trabajar 
en un sistema numérico donde podamos asegurar la convergencia de TODAS las sucesiones 
monótonas crecientes y acotadas superiormente (Comentario del docente, 2021). 
 
Este comentario del docente busca dar lugar a enunciar la propiedad de completitud vía 

la convergencia de las sucesiones reales monótonas crecientes y acotadas superiormente, como 

se explicitó en la institucionalización del análisis didáctico de esta actividad. 

El docente retoma lo trabajado en la Actividad 1 y pregunta a los estudiantes 

(metadiscurso, Dorier (1995)): 

Recordemos que al final de la actividad 1 caracterizamos ℤ a partir de ℕ y de la propiedad que 
diferencia a estas dos estructuras. También caracterizamos ℚ a partir de ℤ  usando la propiedad 
que verifica ℚ y no verifica ℤ (la existencia de inverso multiplicativo). Ahora que tenemos una 
propiedad que diferencia a ℚ de	ℝ, ¿cómo la usarían para caracterizar 	ℝ a partir de	ℚ? 
(Cuestión propuesta por el docente, 2021). 
 
Esta pregunta invita a los estudiantes a usar esta propiedad para continuar un 

cuestionamiento que quedó sin respuesta durante la puesta en común de la actividad 1. Busca 

que los estudiantes se pregunten cómo usar esta nueva propiedad para caracterizar al conjunto 

de los números reales y, en particular, para dar una caracterización del conjunto de los números 

irracionales. Los estudiantes se toman un tiempo para pensar en una posible forma de 

caracterizar y dudan. El docente recuerda la forma en que se caracterizó al conjunto de los 

números enteros a partir del conjunto de los números naturales para orientar a los estudiantes. 

Elena y Víctor presentan la siguiente caracterización para	ℝ:  
ℝ = 	ℚ ∪ {𝑘, 𝑘 = 𝑙𝑖𝑚	𝑎!, (𝑎!)	sucesión	racional	monótona	creciente,

acotada	superiormente	y	no	convergente		en	ℚ}	  
(Respuesta de Elena y Víctor, 2021) 
 
Mónica propone la siguiente caracterización:  

ℝ = {𝐿, 𝐿 = 𝑙𝑖𝑚	𝑎!, (𝑎!)	sucesión	racional	monótona	creciente, 	acotada	superiormente}	 
(Respuesta de Mónica, 2021) 

 
Elena y Víctor utilizan el enunciado de la propiedad de completitud para caracterizar a 

los números irracionales, sin embargo, Mónica hace uso de la propiedad para caracterizar a ℝ 

y Andrea no presenta una respuesta para esta pregunta que formuló el docente, esto da evidencia 

que la propiedad de completitud, todavía, no funciona para ella como herramienta explícita para 

definir objetos. 

Esta forma de caracterizar a ℝ da evidencia que la completitud es usada por los 

estudiantes como herramienta explícita para definir objetos. En el caso de Mónica y Víctor, 
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consideramos que dan muestras de un funcionamiento como objeto movilizable porque en la 

actividad 1 ya se constató que conocían un enunciado de la completitud (vía la noción del 

supremo). En el Cuadro 6 resumimos los niveles de funcionamiento identificados en la 

resolución de esta actividad. 
Estudiantes Nivel de funcionamiento 

Andrea Herramienta implícita. Objeto inicial. 
Elena Herramienta explícita para definir objetos matemáticos. Objeto inicial. 

Mónica Herramienta explícita para definir objetos matemáticos. Objeto movilizable. 
Víctor Herramienta explícita para definir objetos matemáticos. Objeto movilizable. 

Cuadro 6 - Niveles de funcionamiento identificados en la resolución de la Actividad 2 
Fuente: elaboración propia. 

 
Las dificultades esperadas en el análisis didáctico y las intervenciones docentes 

previstas contribuyeron a que los estudiantes, durante la puesta en común, participaran 

activamente en las demostraciones solicitadas en la actividad. 

 

7 Conclusiones 

 

Las actividades diseñadas muestran la intención de introducir la completitud, generando 

una situación que ponga en evidencia tanto la insuficiencia de ℚ como la necesidad de 

introducir la propiedad de completitud como diferenciadora de los cuerpos totalmente 

ordenados ℚ y ℝ . El móvil es asegurar la convergencia de las sucesiones monótonas crecientes 

y acotadas superiormente, condición necesaria para llevar a cabo el trabajo en Análisis 

matemático. 

Referente a los niveles de funcionamiento, la categoría de objeto inicial no requiere, 

necesariamente, el funcionamiento como herramienta explícita. Sin embargo, el 

funcionamiento de la noción como objeto movilizable y flexible hace necesario que el 

estudiante utilice la noción como herramienta explícita en todos sus subniveles (HED, HEDO 

y HEP). Los estudiantes pueden transitar de un nivel de conocimiento inicial a un nivel de 

conocimiento movilizable o flexible, sin transitar de manera evidente por el nivel de 

conocimiento explícito inicial. La secuencia que diseñamos apunta a que el estudiante logre 

poner en funcionamiento la completitud como herramienta explícita en todos los subniveles y 

como objeto flexible. 

Las respuestas de los estudiantes a la primera actividad nos permiten inferir que el 

conocimiento sobre la completitud que presentaron al inicio del taller se ubica en las categorías 

de conocimiento implícito y conocimiento explícito inicial.  

El análisis de las producciones de los estudiantes, a propósito de la segunda actividad, 
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muestra que el funcionamiento como herramienta de la completitud se modificó, pasando de un 

uso como herramienta implícita a herramienta explícita para definir objetos, en tres de los 

estudiantes. En cuanto al funcionamiento de la completitud como objeto, en el caso de Mónica 

y Víctor pasó de objeto inicial a objeto movilizable. Elena mostró un conocimiento implícito al 

inicio de la propuesta y éste cambió a un conocimiento explícito inicial al finalizar la actividad 

2.  

El diseño de actividades intencionadas, conjuntamente con la puesta en juego de un 

discurso particular del docente apoyado en las resoluciones y aportes de los estudiantes 

(metadiscurso), parece contribuir positivamente a que los estudiantes pongan en 

funcionamiento el carácter de herramienta explícita y de objeto de la noción en cuestión. En 

efecto, es lo que vemos a partir de la introducción de la propiedad de completitud mediante 

estas dos actividades que ponen en discusión las diferencias entre ℝ y ℚ como cuerpos 

totalmente ordenados y que generan la necesidad de enunciar esta propiedad para validar 

algunos resultados del análisis matemático (en este caso, la convergencia de sucesiones 

monótonas y acotadas).  
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Anexo 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
Figura 7 - Las actividades de la secuencia en relación con la equivalencia de enunciados 

Fuente: elaboración propia. 
  

Establecer como Axioma (E1): toda 
sucesión real monótona creciente y 

acotada superiormente es convergente 
en ℝ 

E2: toda sucesión 
real monótona y 

acotada es 
convergente en ℝ 

 

 E3: todo PSMA 
real es convergente 

en ℝ 

E4: todo 
subconjunto de ℝ no 

vacío y acotado 
superiormente tiene 

supremo real 

Enunciados 
de la 

completitud 

Actividad 2 

Actividad 3 E1⇔E2 Acti
vid

ad
 6 

E4⇒
E1 

Actividad 4 
E2⇒E3 Actividad 5 

E3⇒E4 

Actividad 1 

Analizar el estado inicial de los estudiantes en relación con 
la propiedad de completitud 

Actividad 7 

Establecer la 
equivalencia entre los 

cuatro enunciados 

Cierre de la secuencia.  
Identificar un 5º enunciado 

de la completitud  

Actividad 8 
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Anexo 2 

 

Actividad 2 

Una posible resolución 

a- El gráfico muestra unos pocos puntos del gráfico de la sucesión y no permite 

conjeturar nada sobre el comportamiento de la sucesión en términos de monotonía, acotación 

y, menos aún, de convergencia. Pero puede ayudar a considerar la posibilidad de probar que la 

sucesión es monótona creciente y parecería que está acotada superiormente por -1, aunque la 

prueba de esto requiere cambiar al marco aritmético. En cuanto a la convergencia, no se puede 

asegurar nada en este marco, el análisis de la convergencia requiere cambiar al marco 

aritmético.  

b- 𝑎% = −2 𝑎& = − !
"

𝑎" = − &'
&"

𝑎! = − (''
)%*

𝑎) = − ++(*('
)'%*!"

 

Prueba de que 𝒂𝒏 < −𝟏		∀𝒏 ∈ ℕ 

Demostración: 
𝑎)	𝑎% = −2 ⇒ 𝑎% < −1

𝑏)	𝐻-:	𝑎# < −1				𝑇-:	𝑎#.& < −1
Demo:	(𝑎# + 1)" > 0 ⇒ (𝑎# + 1)" > −1 ⇒ 𝑎#" + 2𝑎# + 2 > 0 ⇒ 𝑎#" + 2 > −2𝑎#
por	(𝐻-)	𝑎# < −1 ⇒ /+,."

"/+
< −1;	𝑎#.& =

/+
"
+ &

/+
= /+,."

"/+
< −1	

Entonces:	𝑎# < −1	∀𝑛 ∈ ℕ

  

 Prueba de que 𝒂𝒏 ∈ ℚ		∀𝒏 ∈ ℕ 

Demostración: 
𝑎)	𝑎% = −2 ⇒ 𝑎% ∈ ℚ
𝑏)	H0:	𝑎# ∈ ℚ				T0:	𝑎#.& ∈ ℚ

Demo:	𝑎#.& =
𝑎#
2 +

1
𝑎#
	porH0	y	por	ser	(+)𝑦	(×)cerradas	en	ℚ		 ⇒ 𝑎#.& ∈ ℚ

por	𝑎)	𝑦	𝑏)	𝑎# ∈ ℚ		∀𝑛 ∈ ℕ

 

c- La prueba de que (𝒂𝒏) es estrictamente creciente [(𝒂𝒏) ↑𝑬] 

Demostración:  
(𝑎#) ↑2⟺ 𝑎#.& − 𝑎# > 0	∀𝑛 ∈ ℕ

𝑎#.& − 𝑎# =
𝑎#
2 +

1
𝑎#
− 𝑎# =

2 − 𝑎#"

2𝑎#d
3%

	(𝑎#) ↑2 	si	𝟐 − 𝒂𝒏𝟐 < 𝟎

> 0 ⟺ 2 − 𝑎#" < 0 

La demostración de la monotonía creciente de (𝑎#) queda supeditada a la prueba de  

2 − 𝑎#" < 0 

Prueba de que  𝟐 − 𝒂𝒏𝟐 < 𝟎	(𝒂𝒏𝟐 > 𝟐	)		∀𝒏 ∈ ℕ 
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Demostración: 

𝑎)	𝑎% = −2 ⇒ 𝑎%" = 4 > 2
𝑏)	Hi:	𝑎#" > 2				Ti:	𝑎#.&" > 2	(𝑎#.&" − 2 > 0)
Demo:	

𝒂𝒏.𝟏𝟐 − 𝟐 = i
𝑎#
2 +

1
𝑎#
j
"

− 2 = k
𝑎#" + 2
2𝑎#

l
"

− 2 ==
𝑎#) + 4𝑎#" + 4

4𝑎#"
− 2 =

(𝑎#" − 2)"

4𝑎#"
> 𝟎

por	a)	y	b)	𝑎#" > 2			∀𝑛 ∈ ℕ

 

Como 𝟐 − 𝒂𝒏𝟐 < 𝟎  ∀𝑛 ∈ ℕ entonces (𝑎#) ↑2 	 ∀𝑛 ∈ ℕ. 

d- Analizando la convergencia en ℚ de (𝒂𝒏) 

(𝒂𝒏)	es una sucesión racional, estrictamente creciente y acotada superiormente en	ℚ. 

Suponiendo que la sucesión tiene límite racional, ⇒ ∃ 𝑙 ∈ 	ℚ, lim
#
𝑎# = lim

#
𝑎#.& = 𝑙	 

Entonces: lim
#
𝑎#.& = lim

#
p/+
"
+ &

/+
q	 

Resultando: 𝑙 = 7
"
+ &

7
⟺ 7,8"

"7
= 0 ⟺ 𝑙" − 2 = 0 ⟺ 𝑙" = 2 

	𝑆𝑒𝑎	𝑙 = 	
𝑝
𝑞 ,			𝑝 ∈ ℤ			, 𝑞 ∈ ℕ

∗	𝑦	𝐷(𝑝, 𝑞) = 1 

𝑙" = 2 ⇔ p$
:
q
"
= 2 ⇔ $,

:,
= 2 ⇔ 𝑝" = 2𝑞"	[1], de aquí se deduce que 

𝑝 = 2̇	(p	es	múltiplo	de	2) ⇒ ∃ℎ ∈ ℕ, 𝑝 = 2ℎ. Entonces 𝑝" = 4ℎ" resultando por [1] 

que 2𝑞" = 4ℎ" ⇒ 𝑞" = 2̇ ⇒ 𝑞 = 2̇ 	⇒ 𝐷(𝑝, 𝑞) ≠ 1. Esto contradice lo supuesto. Se concluye 

que no existe un número racional cuyo cuadrado sea igual a 2. 
 


